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PRZEDMOWA 


Drugi tom podręcznika teorii obwodów, stanowiący środkową część 
trzytomowego cyklu, jest dostosowany do programu tego przedmiotu na 
Wydziałach Elektroniki Politechnik dla semestru czwartego kierunku ukła¬ 
dowego (lub semestru trzeciego kierunku technologicznego). Jest on jed¬ 
nak napisany w taki sposób, aby w odpowiednio mniejszym zakresie mo¬ 
gli z niego korzystać także studenci studiów inżynierskich. Można mieć 
nadzieję, że podręcznik okaże się przydatny również dla studentów innych 
wydziałów, na których są wykładane podstawy elektrotechniki lub elek¬ 
trotechnika teoretyczna, a także dla osób po studiach, które będą chciały 
przypomnieć sobie i ugruntować zdobytą wiedzę . 

Niniejszy tom dzieli się na trzy rozdziały, z których dwa pierwsze 
dotyczą zagadnień pokrewnych, związanych z tematyką układów nielinio¬ 
wych o stałych skupionych. Rozdział trzeci jest poświęcony liniom dłu¬ 
gim, a więc układom liniowym o stałych rozłożonych i nie wiąże się bez¬ 
pośrednio z pierwszymi dwoma. Cały tekst jest obficie ilustrowany przy¬ 
kładami oraz zawiera znaczną liczbę zadań do samodzielnego rozwiązania 
przez Czytelnika. Pod względem merytorycznym jest on kontynuacją za¬ 
gadnień poruszonych w tomie pierwszym, wiąże się ponadto ściśle z wy¬ 
kładem fizyki, a w zakresie linii długich — także z wykładem teorii pola 
elektromagnetycznego. Liczne powiązania występują również z progra¬ 
mem matematyki, który stanowi (wraz z fizyką) podstawę całego kursu 
teorii obwodów. 

Na zakończenie pragnę wyrazić swoją wdzięczność recenzentom książ¬ 
ki: prof. dr Marianowi Suskiemu i doc. dr hab. Mironowi Niedźwieckiemu 
za wiele wartościowych uwag, które bardzo istotnie wpłynęły na poprawę 
tekstu. Prof. dr Radosławowi Ładzińskiemu jestem wdzięczny za wiele 
cennych dyskusji i rad, które przyczyniły się do ustalenia ostatecznej 
wersji pierwszego rozdziału. Słowa podziękowania kieruję również do 
mgr inż. Henryka Sołtysika za pomoc przy opracowaniu zadań i ich roz¬ 
wiązań. 


Autor 


Warszawa, listopad 1970 r. 



WYKAZ OZNACZEŃ 


b — susceptancja zredukowana 
B — indukcja magnetyczna, susceptancja 
B m — amplituda indukcji magnetycznej sinusoidalnie zmiennej w czasie 
c = 3.10 8 m/s— prędkość światła w próżni 
c w — ciężar właściwy 

C — pojemność, pojemność jednostkowa linii długiej 
Cdyn — pojemność dynamiczna (różniczkowa) 

C s t — pojemność statyczna 
e — siła elektromotoryczna 
e;„ — siła elektromotoryczna indukowana 

ei — siła elektromotoryczna indukowana przez strumień główny 
em —siła magnetomotoryczna 

E — natężenie pola elektrycznego, siła elektromotoryczna stała, zespolona 
wartość skuteczna siły elektromotorycznej e sinusoidalnie zmiennej 
w czasie 


E m — amplituda siły elektromotorycznej e sinusoidalnie zmiennej w czasie 
/ — częstotliwość 

fR> Sl> fc ■— charakterystyki elementów 
Fr, Fl, Fc — charakterystyki elementów 

g — współczynnik przenoszenia czwórnika, konduktancja zredukowana 


G — przewodność, konduktancja, przewodność jednostkowa linii długiej, 
ciężar 

H — natężenie pola magnetycznego 

H m — amplituda natężenia pola magnetycznego sinusoidalnie zmiennego w 
czasie 


i — prąd, natężenie prądu 
*Fe — prąd strat w rdzeniu 
icp — prąd wzbudzający 
in — prąd magnesujący 
i+ — prąd fali docelowej 
i~ — prąd fali powrotnej 

I — natężenie prądu stałego, zespolona wartość skuteczna prądu i sinusoi¬ 
dalnie zmiennego w czasie 


I m — amplituda prądu i sinusoidalnie zmiennego 
Ul — wartość skuteczna prądu i 

j — gęstość prądu, wydajność prądowa (prąd źródłowy) 

J — wydajność prądowa stała, zespolona wartość skuteczna wydajności 
prądowej j sinusoidalnie zmiennej w czasie 
k — współczynnik wypełnienia 
l — długość, odległość 

L — indukcyjność, indukcyjność jednostkowa linii długiej 
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WYKAZ OZNACZEŃ 


Ldyn — indukcyjność dynamiczna (różniczkowa) 


L r — indukcyjność rozproszenia 
L s t — indukcyjność statyczna 
M — indukcyjność wzajemna 
n — przekładnia transformatora 
p — moc chwilowa 
pp e — stratność (rdzenia, blachy) 

Ph — moc strat z histerezy (na 1 kG) 

p w — moc strat z prądów wirowych (na 1 kG) 

P — moc czynna 

— moc strat w rdzeniu 
P s i r — moc strat 
q — ładunek 
Q — moc bierna 

r — stała żyratora, rezystancja zredukowana 
R — opór, rezystancja, opór jednostkowy linii długiej 
Rdyn — °PÓr dynamiczny (różniczkowy) 
fłFe — opór strat w rdzeniu 
Rm — opór magnetyczny 
R s t — opór statyczny 
R 0 — opór charakterystyczny linii długiej 
& — pole przekroju 
t — czas, chwila 
T — okres 
u — napięcie 

U‘ in — napięcie indukowane 

ul — napięcie indukowane przez strumień główny 
u+ — napięcie fali docelowej 
u~ — napięcie fali powrotnej 

U — napięcie stałe, zespolona wartość skuteczna napięcia u sinusoidalnie 
zmiennego w czasie 
Um — napięcie magnetyczne 

U m — amplituda napięcia u sinusoidalnie zmiennego w czasie 
L T s fc', | U | — wartość skuteczna napięcia u 
v — prędkość, prędkość fazowa 
Vg — prędkość grupowa 
W — energia 

W-c — energia gromadzona w pojemności 

W e — energia elektryczna 

W), — energia strat z histerezy 

Wl — energia gromadzona w indukcyjności 

Wm — energia magnetyczna 

Wr — energia tracona w oporze 

x — zmienna, reaktancja zredukowana, odległość od początku linii długiej 
X — reaktancja 

y — zmienna, admitancja zredukowana 
Y — admitancja 
Y we — admitancja Wejściowa 
Yf — admitancja falowa linii długiej 
z — liczba zwojów, impedancja zredukowana 



WYKAZ OZNACZEŃ 
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Ha 


Z — impedancja 

Zf — impedancja falowa linii długiej 
Z we — impedancja wejściowa 
a — kąt, współczynnik tłumienia 
fi — kąt, współczynnik przesunięcia 
r, r u r 2 — współczynniki odbicia linii długiej 

y — współczynnik przenoszenia linii długiej, przewodność właściwa 
(konduktywność) 

A — przyrost 

s — przenikalność elektryczna, współczynnik Richtera 
s r — względna przenikalność elektryczna 
£ 0 =8,85 pF/m — przenikalność elektryczna próżni 
© — przepływ 
X — długość fali 
p — przenikalność magnetyczna 
Pr — względna przenikalność magnetyczna 
= 1,257 [xH/m — przenikalność magnetyczna próżni 
£ — odległość od końca linii 
io — współczynnik fali stojącej 

a — współczynnik Richtera, współczynnik fali bieżącej 
cp — faza, kąt 

<p R , q> L , <Pc — charakterystyki elementów 

$ — strumień magnetyczny, strumień główny 

— amplituda strumienia magnetycznego sinusoidalnie zmiennego 
w czasie 

$r ■— strumień rozproszenia 

ip — strumień skojarzony (skojarzenie magnetyczne), faza, kąt 
co — pulsacja 



OBWODY ELEKTRYCZNE NIELINIOWE 1 


W tomie 1 zostały wprowadzone pojęcia elementów skupionych: opo¬ 
ru R, indukcyjności L i pojemności C, stanowiące podstawę teorii obwo¬ 
dów o elementach skupionych. Podane w tomie 1 rozważania dotyczyły 
elementów liniowych, dla których wielkości R, L lub C były wielkościa¬ 
mi stałymi dodatnimi, niezależnymi od prądu, napięcia, ładunku czy stru¬ 
mienia magnetycznego elementu. Obwody utworzone z takich elementów 
liniowych są obwodami liniowymi. Cały materiał zawarty w tomie 1 do¬ 
tyczył teorii obwodów liniowych o elementach skupionych. 

Elementy liniowe jako pewne modele rzeczywistych elementów 
czy przyrządów są — z formalnego punktu widzenia — przypadkami szcze¬ 
gólnymi elementów nieliniowych, stanowiących pewną ogólniejszą klasę 
modeli, mogących dokładniej i wierniej odzwierciedlić niektóre istotne 
właściwości rzeczywistych elementów czy układów. Jednocześnie należy 
zdać sobie sprawę z tego, że wszystkie elementy rzeczywiste występujące 
we współczesnych układach elektrycznych, zwłaszcza zaś elektronicznych 
(np. lampy elektronowe, tranzystory, diody, elementy przełączające, ale 
również „zwykłe” oporniki, kondensatory, cewki czy transformatory) wy¬ 
kazują w mniejszym lub większym stopniu właściwości nieliniowe. Po¬ 
sługiwanie się opisem liniowym opartym na pojęciu elementu liniowego 
daje zatem zawsze tylko przybliżony obraz rzeczywistości. Stopień tego 
przybliżenia jest czynnikiem decydującym o tym, czy można w danym 
zagadnieniu posługiwać się modelem liniowym i znacznie prostszymi 
i dokładnie opracowanymi metodami teorii obwodów liniowych, czy też 
trzeba zastosować model nieliniowy, ze wszystkimi konsekwencjami 
i komplikacjami charakterystycznymi dla zagadnień nieliniowych. 

Znaczenie elementów nieliniowych we współczesnej elektronice jest 
ogromne i przy tym niezwykle szybko rośnie wraz z rozwojem nowo¬ 
czesnej technologii elektronowej, dostarczającej nowych przyrządów elek¬ 
tronowych o wyraźnych właściwościach nieliniowych. Zastosowania ele¬ 
mentów nieliniowych stają się coraz rozleglejsze, a uzyskiwane efekty — 
coraz znakomitsze. 

W tym rozdziale podamy wstępne wiadomości z zakresu podstawo¬ 
wych pojęć dotyczących nieliniowych obwodów elektrycznych oraz nie¬ 
których podstawowych efektów nieliniowości. Tematyka obwodów nieli- 
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I. OBWODY ELEKTRYCZNE NIELINIOWE 


niowych jest olbrzymia i bardzo różnorodna. Z konieczności ograniczymy 
się tylko do omówienia pewnych wybranych, najprostszych zagadnień. 
Z problematyką tego rozdziału ściśle wiąże się rozdział następny, poświę¬ 
cony m.in. nieliniowym cewkom i transformatorom. Z uwagi na układ 
podręcznika w tomie tym nie uwzględniono zagadnień dynamiki ukła¬ 
dów nieliniowych, które częściowo będą omówione w tomie 3. 


1.1. POJĘCIA PODSTAWOWE 

Zajmiemy się teraz omówieniem podstawowych definicji i pojęć do¬ 
tyczących elementów i obwodów nieliniowych. 

1.1.1. ELEMENTY SKUPIONE NIELINIOWE 

Przypominamy, że elementy skupione liniowe: opór R, indukcyjność 
L i pojemność C definiowaliśmy (por. tom 1) jako elementy dwójnikowe 


(rys. 1-1) odpowiednio 

o równaniach: 



opór R: 

u = Ri 


(i-i) 

indukcyjność L: 

xp == Li, 

du> 

u = 

dt 

(1-2) 

pojemność C: 

q = Cu, 

II 

*<S> 

(1-3) 


gdzie: u, i — napięcie i prąd na zaciskach elementu; ip — strumień mag¬ 
netyczny skojarzony (całka napięcia); q — ładunek elektryczny (całka 



Rys. 1-1. Elementy skupione liniowe 


prądu), przy czym wszystkie te wielkości są jakimiś funkcjami czasu t: 
u = u(t), i — i(t), %p = if(t), q = q(t). Występujące w równaniach (1-1) do 
(1-3) współczynniki R, L, C uważaliśmy zawsze za stałe dodatnie 1 \ Cechą 
charakterystyczną tych równań jest ich liniowość wyrażająca się 
w fakcie proporcjonalności u, i dla oporu R, ip, i dla indukcyjności L oraz 
q, u dla pojemności C. Geometrycznie oznacza to, że charakterystyki ele- 

U Określone przez równania (1-1) do (1-3) elementy są zatem elementami sku¬ 
pionymi, liniowymi, stacjonarnymi (tzn. niezależnymi od czasu) i pasywnymi (bier¬ 
nymi). 
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mentów liniowych (1-1) do (1-3) są prostymi, przechodzącymi przez po¬ 
czątek układu współrzędnych i leżącymi w pierwszej i trzeciej ćwiartce 
(rys. 1-2). 



Rys. 1-2. Charakterystyki elementów liniowych: a) oporu; b) indukcyjności; c) po¬ 
jemności 


Równania (1-1) do (1-3) można bez trudu uogólnić na przypadek za¬ 
leżności nieliniowych między odpowiednimi wielkościami. Uogólnienia 
takie mogą być ręzmaite, o różnych stopniach ogólności. Zaczniemy od 
przypadku najprostszego, ale i najważniejszego — skupionych, stacjo¬ 
narnych oporów, indukcyjności i pojemności. 

Załóżmy, że rozważamy element dwójnikowy przedstawiony na 
rys. 1-3. 



Rys. 1-3. Element dwójnikowy 


Przyjmijmy, że między wielkościami zaciskowymi u, i zachodzi 
zależność: 


u = f R (i) 

(1-4) 

i = cp R {u) 

(1-5) 


gdzie: f R , cp R — funkcje ciągłe w przedziale (—oo, +oo). W ten sposób jest 
określona we współrzędnych u, i charakterystyka elementu, będąca wy¬ 
kresem funkcji jednej zmiennej (1-4) lub (1-5). Przyjmijmy ponadto, że: 
a) charakterystyka przechodzi przez początek układu współrzędnych u = 0, 
i — 0 oraz b) pozostałe punkty charakterystyki spełniają warunek: ui > 0. 
Warunek b) oznacza, że charakterystyka leży tylko w pierwszej i trzeciej 
ćwiartce. 

Przy tych założeniach rozważany element nazywamy oporem. Opór 
jest liniowy, jeśli jego charakterystyka jest linią prostą. W pozostałych 
przypadkach opór jest nieliniowy. 
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O oporze mówimy, że jest on: 

a) nieuzależniony, jeśli jego charakterystykę można przedstawić 
w obu postaciach (1-4) i (1-5) (wówczas funkcje i 9 o R są względem siebie 
odwrotne w swoich dziedzinach i obie rosnące); 

b) uzależniony prądowo, jeśli jego charakterystykę można przedsta¬ 
wić w postaci (1-4) i nie można przedstawić: w postaci (1-5); 

c) uzależniony napięciowo, jeśli jego charakterystykę można przed¬ 
stawić w postaci (1-5) i nie można przedstawić w postaci (1-4). 

Przykłady charakterystyk oporów nieliniowych tych trzech typów po¬ 
kazano na rys. 1-4. 




Rys. 1-4. Charakterystyki oporów nieliniowych: a) nieuzależnionego; b) uzależnionego 
prądowo; c) uzależnionego napięciowo 

W przypadku oporu uzależnionego prądowo napięcie u jest jedno¬ 
znaczną funkcją prądu i, ale nie odwrotnie. Z tego względu, jeśli nie 
założymy inaczej, będziemy zawsze przyjmować, że dla oporu nielinio¬ 
wego uzależnionego prądowo jest określony przebieg czasowy prądu i = 
= i(t), który zgodnie z charakterystyką (1-4) wymusza przebieg czasowy 
napięcia 

u = u(t) = f R (i(t)) 

Podobnie, dla oporu uzależnionego napięciowo będziemy przyjmować, że 
jest określony przebieg czasowy napięcia u — u(t), który zgodnie z cha¬ 
rakterystyką (1-5) wymusza przebieg czasowy prądu 

i = i(t) = <p R (u(t)) 

W podobny sposób, z niewielkimi tylko modyfikacjami, będziemy ro¬ 
zumieć indukcyjność i pojemność nieliniową. 

Przyjmijmy, że między wielkościami zaciskowymi u, i elementu dwój- 
nikowego z rys. 1-3 zachodzą zależności: 

W = f L (0 ( 1 - 6 ) 

_ 


(1-7) 
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przy czym fi — rosnąca funkcja ciągła w przedziale (— 00 , +°°), mająca 
prawie wszędzie w tym przedziale ciągłą pochodną oraz: fi( 0) = 0. W ten 
sposób jest określona we współrzędnych ip, i charakterystyka elementu, 
będąca krzywą ciągłą i przedziałami gładką. Charakterystyka ta prze¬ 
chodzi przez początek układu współrzędnych i jest rosnąca, leży zatem 
tylko w pierwszej i trzeciej ćwiartce. Jest ona określona przez równanie 
( 1 - 6 ), ale również przez równanie 

i = (p L (y) ( 1 - 8 ) 

gdzie (Pl — funkcja odwrotna względem f L . 

Przy tych założeniach rozważany element nazywamy indukcyjnością. 
Indukcyjność jest liniowa, jeśli jej charakterystyka jest linią prostą, nie¬ 
liniowa — w pozostałych przypadkach 1} . 

Przyjmijmy w końcu, że między wielkościami zaciskowymi u, i ele¬ 
mentu dwójnikowego z rys. 1-3 zachodzą zależności: 

<ł = f c (u) (1-9) 



przy czym fc — rosnąca funkcja ciągła w przedziale ( —oo, +°°), mająca 
prawie wszędzie w tym przedziale ciągłą pochodną oraz: fc(0) — 0. W ten 
sposób jest określona we współrzędnych q, u charakterystyka elementu, 
będąca krzywą ciągłą i przedziałami gładką. Charakterystyka ta przecho¬ 
dzi przez początek układu współrzędnych i jest rosnąca, leży zatem tylko 
w pierwszej i trzeciej ćwiartce. Jest ona określona przez równanie (1-9), 
ale również przez równanie 

u = <p c {q) (1-11) 

gdzie cp c — funkcja odwrotna względem fc- 

Przy tych założeniach rozważany element nazywamy pojemnością. 
Pojemność jest liniowa, jeśli jej charakterystyka jest linią prostą, nie¬ 
liniowa — w pozostałych przypadkach. 

Na rysunku 1-5 pokazano przykładowo charakterystykę indukcyjno- 
ści i pojemności nieliniowej. 

Na rysunku 1-6 pokazano symbole oporu nieliniowego, indukcyjno- 
ści nieliniowej i pojemności nieliniowej, które zwykle jest dogodnie sto¬ 
sować na schematach dla odróżnienia od elementów liniowych. 

Podane formalne określenia (nieliniowych) oporów, indukcyjności i po¬ 
jemności jako elementów skupionych odpowiadają w pełni fizycznej isto¬ 
cie zjawisk przez te elementy reprezentowanych. W wielu zagadnieniach 


1 ) Z uwagi na realność fizyczną indukcyjność i pojemność uważamy za elementy 
nieuzależnione, tj. takie, dla których charakterystyka jest wzajemnie jednoznaczna. 


2 Teoria obwodów t. II 
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teorii obwodów dogodnie jest jednak posługiwać się również pewnymi ele¬ 
mentami skupionymi liniowymi i nieliniowymi, które wykraczają poza 
przyjęte określenia. Z tego względu celowe wydają się dalsze uogólnienia, 
możliwe np. na następującej drodze. 




Rys. 1-5. Charakterystyki: a) indukcyjnośei nieliniowej, b) pojemności nieliniowej 


Niech F r (x, y), Fl(x, y), Fc(x, y) oznaczają funkcje ciągłe dwóch 
zmiennych, określone w pewnym obszarze. Załóżmy ponadto, że równa¬ 
nie F ... (x, y) = 0 określa w płaszczyźnie x, y pewną krzywą ciągłą. 



Rys. 1-6. Symbole graficzne: a) oporu nieliniowego; b) indukcyjnośei nieliniowej; 

c) pojemności nieliniowej 

Elementem rezy stancy jnym (oporowym) będziemy nazywać element 
dwójnikowy (rys. 1-3), którego wielkości zaciskowe u, i spełniają równa¬ 
nie 


F R (u,i) = Q (1-12) 

Elementem indukcyjnym będziemy nazywać element dwójnikowy 
(rys. 1-3), którego wielkości zaciskowe u, i spełniają równania: 

F L (w,i) = 0 (1-13) 

dtp 


u = 


di 


(1-14) 


Elementem pojemnościowym będziemy nazywać element dwójniko¬ 
wy (rys. 1-3), którego wielkości zaciskowe u, i spełniają równania: 

F c (q,u) = 0 (1-15) 


i ~ 


dq 

di 


(1-16) 


Równania (1-12), (1-13) i (1-15) określają jednoznacznie charaktery¬ 
styki elementów. Uważamy, że element rezystancyjny, indukcyjny czy 
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pojemnościowy jest w pełni określony, jeśli jest znana jego charaktery¬ 
styka, odpowiednio na płaszczyźnie u-i, xp-i czy q-u. Jest przy tym rzeczą 
nieistotną, w jaki sposób charakterystyka ta jest zadana: czy przez anali¬ 
tyczne określenie funkcji F R , F L , F c , czy np. graficznie, przez jej nary¬ 
sowanie. 

Poprzednio rozważane równania (1-4) i (1-5), (1-6) i (1-8) oraz (1-9) 
i (1-11) są oczywiście przypadkami szczególnymi odpowiednio: (1-12), (1-13) 
oraz (1-15). Tak więc opór jest przypadkiem szczególnym elementu rezy- 
stancyjnego, indukcyjność jest przypadkiem szczególnym elementu induk¬ 
cyjnego oraz pojemność jest przypadkiem szczególnym elementu pojem¬ 
nościowego. 

Na rysunku 1-7 pokazano przykładowo charakterystyki elementów: 
rezystancyjnego, indukcyjnego i pojemnościowego, które nie są charak¬ 
terystykami oporu, indukcyjności i pojemności w sensie poprzednich okre¬ 
śleń. Dalsze przykłady oraz ich omówienie podamy w p. 1.1.3. 



JRys. 1-7. Przykłady charakterystyk elementów: a) rezystancyjnego; b) indukcyjnego; 

c) pojemnościowego 


O elemencie: rezystancyjnym, indukcyjnym czy pojemnościowym 
mówimy, że jest liniowy, jeśli jego charakterystyka jest linią prostą. 
W pozostałych przypadkach mówimy o elementach nieliniowych. 


1.1.2. ZALEŻNOŚCI ENERGETYCZNE 

Rozważymy teraz podstawowe zależności energetyczne dla oporu,, 
indukcyjności i pojemności. 

Opór. Moc chwilowa dla oporu 

p — ui (1-17) 

jest z założenia zawsze nieujemna, przy czym 

p = ui> 0 (1-18) 

z wyjątkiem przypadku: i — 0 i u — 0. Mamy przy tym: dla oporu uza¬ 
leżnionego prądowo 

P = #*(*) (1-19) 


2* 
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dla oporu uzależnionego napięciowo 

p = u(p R {u) ( 1 - 20 ) 

oraz dla oporu nieuzależnionego 

p = tfuO) — u<p R (u) ( 1 - 21 ) 

Moc chwilowa jest jednoznaczną funkcją czasu p = p(t), jeśli jest okre¬ 
ślony przebieg czasowy: prądu i = i(t) — dla oporu uzależnionego prą¬ 
dowo, napięcia u — u(t) — dla oporu uzależnionego napięciowo oraz prą¬ 
du i — i(t) lub napięcia u = u(t) — dla oporu nieuzależnionego (p. 1 . 1 . 1 ). 

Energia pobrana przez opór w przedziale czasu (t 0 , t), t > t 0 wyraża 
się wzorem 

t t 

W R — J p dt = j uidt ( 1 - 22 ) 

f 0 *0 

i zgodnie z (1-18) jest zawsze nieujemna 

0 (1-23) 

i jest niemałejącą funkcją: W R — W R (t) czasu t. 

Zgodnie zatem z sensem fizycznym oporu jako elementu reprezentu¬ 
jącego straty energii, opór zawsze pobiera energię z układu zewnętrzne¬ 
go i rozprasza ją (np. w postaci ciepła). 

Wielkości (1-17) i (1-22) zachowują swój sens dla wszystkich takich 
elementów rezystancyjnych, dla których moc (1-17) może być jednoznacz¬ 
nie określona. Przy tym założeniu elementy rezystancyjne można po¬ 
dzielić na pasywne i aktywne (tj. takie, które nie są pasywne). O elemen¬ 
cie rezy stancy jnym mówimy, że jest pasywny, jeśli dla każdej pary u, i 
spełniającej równanie elementu ( 1 - 12 ) oraz dla każdego t mamy 

p = ui ^ 0 (1-24) 

Wśród elementów rezystancyjnych pasywnych można jeszcze wyróżnić 
elementy bezstratne, dla których zawsze 

p — u i — o (1-25) 

Opór jest zatem przykładem elementu rezystancyjnego pasywnego. 

Indukcy jność. Moc chwilowa pobierana przez indukcyjność 

P = ui==zi ^t ==(PL ^ ) ^ (1 ‘ 26) 

Jeśli: i > 0 (yj > 0) oraz 0 (y> wzrasta) lub: i <C 0 {y> <C 0) oraz —-<C 0 

(y> maleje), to: p > 0. Jeśli natomiast: i > 0 (y> > 0) oraz 0 (yj maleje) 

lub: i < 0 (yj < 0) oraz ~~~> 0 (yj wzrasta), to p <C 0. Innymi słowy: p > 0, 
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gdy |y>| lub |i| wzrasta oraz p < 0, gdy \yj\ lub |i| maleje. Na rys. 1-8 
pokazano schematycznie ruch punktu po charakterystyce indukcyjności 
dla: 

a) p > 0 i b) p < 0. 

Zgodnie zatem z sensem fizycznym indukcyjności jako elementu zdol¬ 
nego do gromadzenia energii (pod postacią energii magnetycznej), induk- 
cyjność może zarówno pobierać energię z układu zewnętrznego (wówczas: 
p > 0) jak i ją oddawać (p <C 0). 




Rys. 1-8. Ruch punktu po charakterystyce indukcyjności przy: a) p>0; b) p<0 


Przyrost energii pobranej przez indukcyjność w przedziale czasu (t 0 > t), 
t > t 0 jest równy 


f t xp 

m L = f pdt — f i d t= f i dtp 

h to dt ^ 


gdzie: Wo = yj(to), w — y(t), przy czym: AWl !> 0 , jeśli: ip >■ oraz 
AW l < 0, jeśli y><yj 0 . Przyjmując t„ tak, aby = yj(tp) = 0 (zwykle 
przyjmuje się: t 0 = — oo) otrzymujemy całkowitą energię gromadzoną 
w indukcyjności 

t v> 

W L = f pdt = f idip (1-27) 

h o 


która jest zawsze nieujemna (rys. l-9a) 

W L > 0 


(1-28) 


Indukcyjność jest przy tym elemencie zachowawczym, bowiem przy¬ 
rosty energii A W L przy zmianach strumienia skojarzonego np. od ^ do 
ip 2 i od ip 2 do yj t są takie same co do modułu i różne co do znaku. 

Dla indukcyjności liniowej (1-2) zależność (1-27) sprowadza się oczy¬ 
wiście do postaci j 

W L = —Li 2 L (1-29) 


U Ze względu na to, że jest to. energia gromadzona w polu magnetycznym na¬ 
zywamy ją również energią magnetyczną i oznaczamy przez W m . 




4 L 


£L - L Z X 
' * 1 
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P o j e’m n o ś ć. Wszystkie rozważania i wnioski dotyczące indukcyj- 
ności można przenieść wprost na pojemność. 

Moc chwilowa pobierana przez pojemność 

p = U i = u = cp c (q) (1-30) 

jest dodatnia, gdy |q| lub |u| wzrasta, i jest ujemna, gdy |q[ lub \u\ 
maleje. 

Pojemność może zarówno pobierać energię z układu zewnętrznego 
(p > 0) jak i ją oddawać (p <C 0), jest zatem (zgodnie z fizycznym sensem 
pojemności) elementem zdolnym do gromadzenia energii pod postacią 
energii elektrycznej. 

Całkowita energia gromadzona w pojemności 1) 

t t ■, ą 

W c = / pdt = j u fu dq (1-31) 

to to 0 

gdzie q = q(t), q(t 0 ) = 0 (zwykle przyjmuje się; t a — — oo), przy czym ener¬ 
gia ta jest zawsze nieujemna (rys. l-9b) 

W c ^0 (1-32) 

Podobnie jak indukcyjność, pojemność jest elementem zachowaw¬ 
czym, bowiem przyrosty energii (1-31) przy zmianach ładunku np. od 
Qi do q 2 i od q 2 do q Ł są takie same co do modułu i różne co do znaku. 



Rys. 1-9. Interpretacja geometryczna: a) energii magnetycznej indukcyjności; 
b) energii elektrycznej pojemności 

Dla pojemności liniowej (1-3) zależność (1-31) sprowadza się oczy¬ 
wiście do postaci 

f Wc = yCu 2 (1-33) 


i) Ponieważ jest to energia elektryczna (gromadzona w polu elektrycznym), 
będziemy ją również oznaczać przez W e . 
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1.1.3. PRZYKŁADY I UZUPEŁNIENIA 


Podamy teraz kilka przykładów, uwag i uogólnień mających na celu 
objaśnienie i uzupełnienie wprowadzonych pojęć zwracając uwagę zwła¬ 
szcza na elementy rezystancyjne. 

1. Idealne źródło napięciowe o stałej sile elektromotorycznej E 
(rys. l-10a) jest dwójnikiem o równaniu 

u-E= 0 (1-34) 

przy dowolnym prądzie i. Zgodnie z podanymi określeniami możemy przy¬ 
jąć, iż jest to liniowy, aktywny element rezystancyjny o charakterystyce 
przedstawionej na rys. l-10b. 



0 \ 


Rys. 1-10. Idealne źródło napięciowe o 
stałej sile elektromotorycznej i jego 
charakterystyka 



0 


Rys. 1-11. Idealne źródło prądowe o sta¬ 
łej wydajności prądowej i jego charak¬ 
terystyka 


Podobnie wygląda sprawa z idealnym źródłem prądowym o stałej 
wydajności prądowej J (rys. 1-11) 

2. Źródło napięciowe o oporze wewnętrznym R i stałej sile elektro¬ 
motorycznej E lub równoważne mu źródło prądowe o wydajności prądo- 


4 


E 

■e 



Rys. 1-12. Źródło o stałej sile elektromotorycznej lub stałej wydajności prądowej 
i oporze wewnętrznym R oraz jego charakterystyka 

wej J = E/R (rys. 1-12) jest również przykładem liniowego, aktywnego 
elementu rezystancyjnego o równaniu 

u = Ri-E = 0 (1-35) 


U Są jednak również możliwe inne interpretacje źródeł idealnych (por. zad. 
1.3.12). 
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3. Rozważmy element rezystancyjny nieliniowy o rosnącej charak¬ 
terystyce 

u = f(i) (1-36) 

której wykres pokazano na rys. 1-13a. Charakterystyka ta przecina oś 
u w punkcie o współrzędnej U 0 . Wprowadzając napięcie 

u = u—U 0 = f(i) — U 0 

mamy 

u = u'+U 0 

Rozważany dwójnik możemy zatem uważać za szeregowe połączenie 
(rys. 1-13b) idealnego źródła napięciowego o stałej sile elektromotorycz¬ 
nej U a oraz oporu nieliniowego o charakterystyce 


u = f t (i) = f(i)-U o 


(1-37) 


otrzymanej z charakterystyki (1-36) przez przesunięcie równoległe o U 0 
wzdłuż osi u (rys. l-13c). 



Rys. 1-13. Element rezystancyjny nieliniowy z przykładu 3 i jego schematy zastępcze 


Wobec tego, że funkcja (1-36) jest rosnąca, istnieje funkcja odwrotna 
(rys. 1-13d) 

i = cp(u) 

Pisząc: i = i' + I 0 (J 0 < 0), możemy rozważany element przedstawić rów¬ 
nież jako połączenie równoległe (rys. l-13e) 'idealnego źródła prądowego 



1.1. POJĘCIA PODSTAWOWE 


25 


o stałej wydajności prądowej I 0 oraz oporu nieliniowego o charaktery¬ 
styce 


i' = (p 2 {u) — <p(u)—I Q (1-38) 

otrzymanej z charakterystyki (1-36) przez przesunięcie równoległe o 
wzdłuż osi i (rys. l-13f). 

Zwracamy uwagę, że opory nieliniowe występujące w układach 
z rys. l-13b i l-13f są różne, różne są bowiem ich charakterystyki — por. 
równania (1-37) i (1-38) oraz rys. l-13c i l-13f. 

4. Prostownikiem idealnym będziemy nazywać element rezystancyj- 
ny nieliniowy o charakterystyce (rys. l-14a): 


i — 0 dla u<0 1 

u = 0 dla i ^ 0 J 


(1-39) 


W każdym punkcie charakterystyki (1-39) moc chwilowa jest równa zeru: 
p = 0, jest to zatem element rezystancyjny bezstratny. 

Prostownik idealny będziemy oznaczać symbolem podanym na 
rys. l-14b. 




b) . 

?-*-D>i- 

a _ 

a 

0 


Rys. 1-14. Charakterystyka i symbol 
prostownika idealnego 


i 

Uo 

i u 

i 

0 

-U 0 



Rys. 1-15. Charakterystyka przeka¬ 
źnika idealnego 


5. Podobnie można wprowadzić pojęcie przekaźnika idealnego jako 
elementu rezystancyjnego nieliniowego pasywnego o charakterystyce 1} : 

I TJ 0 dla i>0 

\-U Q dla i < 0 

przedstawionej na rys. 1-15. 

1 ) Ściśle biorąc, należałoby jeszcze dodać: 

i = 0 dla —U 0 <u< U 0 
czego zwykle, dla uproszczenia, już się nie pisze. 
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b) 
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Rys. 1-16. Charakterystyki przekaźnikowe: a) ze strefą nieczułości; b) z pętlą histe- 
rezy (z opóźnieniem); c) ze strefą nieczułości i z pętlą histerezy 

Na rysunku 1-16 pokazano rozmaite przypadki charakterystyk prze¬ 
kaźnikowych, stosowanych przy opisie działania rzeczywistych przekaźni¬ 
ków lj) . 

6 , Elementy rezystancyjne, indukcyjne i pojemnościowe dzielimy na 
symetryczne, tj. takie, których charakterystyka jest krzywą symetryczną 
względem początku układu współrzędnych ( u-i, \p-i czy ą-u) oraz niesy¬ 
metryczne. Przykłady charakterystyk symetrycznych pokazano na rys. rys. 
1-2, l-7a, b, 1-15 i 1-16, niesymetrycznych na rys. rys. 1-4, 1-5, l-7c, 1-9, 
1-1 Ob, 1-llb, l-12c, 1-13 i 1-14a. 

Elementy liniowe: opór, indukcyjność i pojemność (rys. 1-2) są oczy¬ 
wiście elementami symetrycznymi. 

Elementy nieliniowe: opór, indukcyjność i pojemność są wtedy i tylko 
wtedy elementami symetrycznymi, gdy odpowiednio funkcje: (1-4) lub 
(1-5), (1-6) i (1-8) oraz (1-9) i (1-11) są funkcjami nieparzystymi. 

7. Podane w p. 1.1.2 określenia elementów dwójnikowych (rys. 1-3) 
scharakteryzowanych przez parę wielkości zaciskowych u, i mogą być bez 
trudu uogólnione na elementy wielozaciskowe, o wektorowych wielko¬ 
ściach zaciskowych u, i : 


Ul 


h 

u 2 

i = 

h 

u 3 


_ u m — 


—}m— 


W ten sposób mogą być opisane rozmaite układy, m. in. np. układ m + 1 — 
zaciskowy oraz m-wrotnik (rys. 1-17). Ze względów praktycznych inte¬ 
resujący jest zwłaszcza przypadek czwómika (m = 2). 


*) Do charakterystyk przekaźnikowych zalicza się niekiedy również charakte¬ 
rystyki z rys. 1-15 i 1-16 przy przedstawionych oznaczeniach osi w, i. 
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Bys. 1-17. Układy opisywane przez wektory (1-41): a) układ m + 1-zaciskowy; 

b) ra-wrotnik 


Załóżmy np., że między wielkościami (1-41) zachodzą zależności: 


Fri( u i> > U nv ) 

... , *■* > 0 | 


F Rm 0^1; ••• ) hs j ® 

które można zapisać w postaci wektorowej 


(1-42) 


F r (u, i) = 0 


(1-43) 


Równanie (1-43) określa wówczas skupiony, stacjonarny, wielozaei- 
skowy element rezystancyjny 1J . Element ten jest liniowy, jeśli wszyst¬ 
kie równania (1-42) są liniowe. W pozostałych przypadkach będziemy mó¬ 
wić, że jest to element nieliniowy. 

W analogicznym sensie można mówić o (skupionym, stacjonarnym) 
wielozaciskowym elemencie indukcyjnym określonym przez równania: 


F L (¥,i) = 0 , 



(1-44) 


oraz o elemencie pojemnościowym określonym przez równania: 


F c (q, u) = 0 , 



(1-45) 


W podobny sposób można sformułować pojęcia wielozaciskowego opo¬ 
ru, indukcyjności i pojemności, jako przypadków szczególnych elementów 
o równaniach (1-43), (1-44) i (1-45). 


*) Dla uproszczenia pominiemy sprawę warunków, jakie powinny spełniać fun¬ 
kcje wektorowe F R , F L , Fq ograniczając się jedynie do założenia, iż są to funkcje 
ciągłe. 
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8 . Przykładem czwórnika (rys. 1-18), który można uważać za wieloza- 
ciskowy (m = 2) element rezystancyjny liniowy jest transformator ideal¬ 
ny, tj. czwórnik o równaniach: 

u,—nu % = 0 1 (1 _ 4g) 

nii + i 2 = 0 j 

gdzie n — przekładnia. 

9. Równania (1-44) umożliwiają wprowadzenie nieliniowego odpo¬ 
wiednika indukcyjności wzajemnej M. Przypominamy, iż w najprostszym 



Rys. 1-18. Czwórnik 


Rys. 1-19. Dwie indukcyjności sprzę¬ 
żone przez indukcyjność wzajemną 


przypadku liniowa indukcyjność wzajemna występuje jako element sprzę¬ 
gający magnetycznie dwie liniowe indukcyjności L ± i L 2 (rys. 1-19). Mamy 
wówczas 1} : 


= L t i x + Mi 2 
yj 2 = Mi 1 +L, 2 i 2 


oraz 


u, = 




u 2 


dip 2 


1 d t ' d t 

Równania te możemy zapisać macierzowo w postaci: 


y/ = Li, u = 


dt 


(1-47) 


(1-48) 


gdzie: 


oraz 



(1-49) 


Lj M 
M L 2 


(1-50) 


W rozważanym przypadku (rys. 1-19) indukcyjność wzajemna jest dodatnia;; 

M> 0 . 
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Jeśli sprzężenie jest całkowite, tzn. jeśli 

M 2 = L t L 2 

to równania (1-47) można zapisać w postaci: 


Vi 




1 ( il + V iz ) 

r( ii + ł i2 ) 


n 

h 

n 


gdzie 


n 


Zl 

v> 2 


A. 

M 


M 

L 2 


A 

l 2 


Z 2 


(1-51) 


(1-52) 


jest przekładnią (z t , z 2 — liczby zwojów uzwojeń). 

Przez analogię do (1-47) i (1-48) rozważmy czwórnikowy (m = 2) ele¬ 
ment indukcyjny o równaniach: 


^i /u(*i>y I 

v 2 = aa y I 


tii 


dt 


u 2 = 


dy 2 

dt 


(1-53) 


które możemy zapisać wektor owo w postaci: 


w =/ L (0, 



(1-54) 


przy oznaczeniach (1-49). Przy nieliniowej funkcji / L (spełniającej odpo¬ 
wiednie założenia) jest to zatem nieliniowy odpowiednik czwórnika 
z rys. 1-19, tj. układ dwóch nieliniowych indukcyjności nieliniowo ze 
sobą sprzężonych. 

Przy sprzężeniu całkowitym, analogicznie do liniowych równań (1-51), 
otrzymujemy dla przypadku nieliniowego (1-53) 1} : 


Vi = I Ł (* i + -^*s) 

Vj = — Wi — — f Ł (’i + —*2) 
2 n 1 n L \ n ) 


(1-55) 


gdzie f L jest funkcją jednej zmiennej określającą charakterystykę roz¬ 
ważanego układu dwóch sprzężonych indukcyjności. Przyjmujemy, że 


1 ) Równania (1-55) podał R. Ładziński w książce [1.7], gdzie szczegółowo jest 
omówiony również ogólny przypadek dowolnej liczby nieliniowych indukcyjności 
wzajemnie ze sobą sprzężonych. 
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funkcja f L spełnia wszystkie warunki, jakie nakładaliśmy na charaktery¬ 
stykę (1-6) indukcyjności nieliniowej. 

10. Dalsze uogólnienie równań (1-43), (1-44) i (1-45) prowadzi do 
pojęcia skupionych elementów niestacjonarnych Ł) (tj. zależnych od cza¬ 
su t): rezystancyjnych, indukcyjnych i pojemnościowych. Są one opisy¬ 
wane przez równania analogiczne do (1-43), (1-44) i (1-45) z tym, że funk¬ 
cje F r , F l , F c zależą jeszcze w sposób jawny od czasu t : 



F r (u, i , t) = 0 

(1-56) 


F L (v,i,t) = 0 

(1-57) 


F c (%,u,t) = 0 

(1-58) 

Przy m — 1 

równania wektorowe (1-56), (1-57) i (1-58) przechodzą 

w odpowiednie równania skalarne, określające niestacjonarne 

elementy 

dwójnikowe. Przypadkami szczególnymi, z kolei, tych elementów są nie¬ 
stacjonarne opory, indukcyjności i pojemności określone odpowiednio przez 

równania: 



opór: 

u = f R {i,t) lub i = <p R (u,t) 

(1-59) 

indukcyjność: 

V = oraz i = <p L (y>,t) 

(1-60) 


= = df L _ _d i_ df L 

d t di dt 3 1 

(1-61) 

pojemność: 

q = fc(u,t) oraz u = <p c (q,t) 

(1-62) 


. _ dq __ 3 f c d u 3/c 

dt 3 u dt dt 

(1-63) 

oraz ich przypadki szczególne — niestacjonarne opory, indukcyjności i po- 

jemności liniowe : 
opór: 

s 

II 

to 

C+- 

<s>. 

(1-64) 

indukcyjność: 

II 

to 

CK 

tS». 

(1-65) 


dyj dL di 

U dt dt 1 dt 

(1-66) 


Zwanych inaczej elementami parametrycznymi. 
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pojemność: 

q = C(t)u (1-67) 

dq dC _ d u 

d t dt dt ’ 

przy czym: R(t) > 0, L(t) > 0, C(t) > 0. 

Dla funkcji cp R , f L , <p L , f c oraz <p c przyjmujemy przy tym nastę¬ 
pujące założenia: 

a) są to funkcje ciągłe obu zmiennych 1} , 

b) dla każdego ustalonego t funkcje te spełniają wszystkie założenia,, 
jakie w p. 1.1.1 przyjmowaliśmy dla charakterystyk elementów stacjo¬ 
narnych. 

Elementy niestacjonarne mają zatem charakterystyki, które zmienia¬ 
ją się w funkcji czasu t. Ich położenie w układzie współrzędnych u-i, yj-i 



Rys. 1-20. Rodzina charakterystyk 
oporu niestacjonarnego (1-69) 



Rys. 1-21. Idealne źródło napięcio¬ 
we i rodzina jego charakterystyk o- 
kreślonych przez wzory (1-70) i (1-71) 


czy q-u jest zatem ustalone dla każdej ustalonej chwili t, ale może być 
różne dla różnych chwil. 

11. Jako przykład elementu niestacjonarnego liniowego może służyć 
zależny od czasu opór 

R(t) = R 0 + Al? sin cot (1-69) 

gdzie 0 <C AJ? <C R 0 . Charakterystyka (1-69) takiego oporu jest zatem pro¬ 
stą przechodzącą przez początek układu współrzędnych (rys. 1-20), jednak 


i) Dla oporu niestacjonarnego (1-59) lub (1-64) rezygnuje się często z założenia 
ciągłości funkcji f R lub <pr względem t, dopuszczając np. skokową zmianę oporu 
w czasie. 
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jej współczynnik kierunkowy zmienia się okresowo w czasie według 
d-69). 

12. Idealne źródło napięciowe o dowolnej, zmiennej w czasie sile elek¬ 
tromotorycznej e(t) (rys. l-21a) może być uważane za przypadek niesta¬ 
cjonarnego elementu rezystancyjnego (por. przykład 1), którego charak¬ 
terystyka 

u-e(t) = 0 (1-70) 

jest prostą równoległą do osi i, zmieniającą swe położenie w czasie zgod¬ 
nie ze zmianami e(t). 

Przyjmując np. 

e (i) = E m sin cot (1-71) 

otrzymujemy okresową zmianę rzędnej wyznaczającej położenie charak¬ 
terystyki w granicach od ~E m do E m (rys. l-21b). 

Analogiczną interpretację można nadać idealnemu źródłu prądowe¬ 
mu. 

13. Dla niestacjonarnych oporów indukcyjności i pojemności, okre¬ 
ślonych przez równania (1-59) do (1-68) pozostają słuszne zależności ener¬ 
getyczne wyrażone wzorami: (1-22), (1-23), (1-27), (1-28), (1-31) i (1-32). 

ZADANIA 

1 . 1 . Jest dany opór nieliniowy o równaniu: 

i = au 3 , a > 0 



Rys. 1-22. Konstrukcja przebiegu i(t) z zad. 1.1 
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Wyznaczyć graficznie i analitycznie przebieg prądu i przy napięciu 

u(t ) = U m sin cot 

Odp. (rys. 1-22): 

i(t) = oJJ z m sin cot — aU s m sin 3 cot 

1.2. Powtórzyć zad. 1.1 przyjmując 

u(t) = U 0 +U m sin cot 

oraz U 0 > U m . 

Odp. 


i(t) = aU n U 2 + 4 U 2 m +3 aU m U 




sin cot- 


■ aU n U 2 cos 2cot—— al/L sin 3cot 


Rys. 1-23. Element rezystancyjny z zad. 1.3 


1.3. Podać charakterystykę elementu rezystancyjnego z rys. 1-23 oraz wyznaczyć 
graficznie i analitycznie prąd i przy 

u(t) = TJ m sin cot 

(tzw. układ prostowania jednopolówkowego). 



Odp. (rys. 1-24) 


i(t) = 


sin cot 
R 

0 


dla 2k cot ^ (2k+l) rc 
dla (2k+l) cot ^2(k+l) n 


3 Teoria obwodów t. II 
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gdzie: k — dowolna liczba całkowita, lub 
U\ 


i(t) = ^ sin cot- 

zR 2 R z R '(2fe-l)(2fc + l) 

k~l 


2 


cos 2 k cot 


1.4. Napięcie na elemencie rezystaneyjnym z rys. 1-23 wynosi (U??^ > 0, U m3 > 0); 

u(t) = U 0 +U ml sin a)t—U m3 sin 3cot 
Podać warunek, przy którym: i (t) — 0. 

Odp. 

Uo-\-U ml + U ms ^ 0 

1.5. Dla elementu rezystancyjnego z zad. 1.3 obliczyć: 

a) wartość skuteczną I s & prądu i (t) 

b) moc chwilową p (t) oraz moc czynną P wydzielaną w oporze R. 

Odp. 


p(t) = 


K 

R 


sin 2 a)t dla 

0 dla 

Ul 


2 k z^cot^ ( 2 k + 1 ) « 

(2k + l) cot ^ 2(k-f-l)jt 


P = 


4P 


•Ik 


Um 

2R 


1.6. Sprawdzić, że element indukcyjny o charakterystyce przedstawionej na 
rys. l~7b nie jest zdolny do gromadzenia energii, bowiem: 


W L = 0 

1.7. Pojemność nieliniowa ma charakterystykę o równaniu (C 0 > 0, «>0): 

U = (1+£Q 2 ) 

Co 

Obliczyć energię elektryczną Wc zmagazynowaną w tej pojemności przy danym 
ładunku q. 

Odp. 



1.8. Przyjmując 

q[t) — Q m sin cot 

wyznaczyć dla pojemności nieliniowej z zad. 1.7 zależność od czasu mocy chwilowej 
p (t) i energii elektrycznej Wc (t). 

Odp. 


p(t) = 


0) Qfn 9 

-— (1 +sQ 2 m sin 2 cot) sin 2cot 

2C 0 


W C (t) - 


(1 + — Q g m sin s cot) sin 2 cot 

2C 0 \ 2 m } 
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1.9. Oprócz energii magnetycznej W m indukcyjności i energii elektrycznej W e 
pojemności, określonych przez równania (1-27) i (1-31), wprowadza się również pojęcia 
koenergii magnetycznej W' m indukcyjności 



(1-72) 


oraz koenergii elektrycznej W' pojemności 

U 

W' e = / qdu (1-73) 

o 

Wykazać, że równości: 


= w; 
w e = w; 

w każdym punkcie charakterystyki (rys, l-9a, b) zachodzą wtedy i tylko wtedy, 
gdy elementy są liniowe. 

1.10. Wykazać, że połączenie równoległe (rys. 1-25) indukcyjności o równaniu 



Rys. 1-25. Element indukcyjny z zad. Rys. 1-26. Element pojemnościowy z 
1.10 zad. 1.11 


i idealnego źródła prądowego o stałej wydajności prądowej równej J jest elemen¬ 
tem indukcyjnym i wyznaczyć jego charakterystykę. 

Odp. i=J+(pi{w) 

1.11. Wykazać, że połączenie szeregowe (rys. 1-26) pojemności o równaniu 

u' = <Pc 

i idealnego źródła napięciowego o stałej sile elektromotorycznej równej E jest ele¬ 
mentem pojemnościowym i wyznaczyć jego charakterystykę. 

Odp. u = E+(p c (q ) 

1.12. Na podstawie wyników zad. 1.10 i 1.11 oraz w uzupełnieniu przykładu 1, 
p. 1.1.3 sprawdzić, że idealne źródło napięciowe o stałej sile elektromotorycznej E 
(rys. l-10a) można uważać również za element pojemnościowy o charakterystyce 
przedstawionej na rys. 1-27, a idealne źródło prądowe o stałej wydajności prądowej J 
(rys. 1-lła) można uważać za element indukcyjny o charakterystyce przedstawionej 
na rys. 1-28. 


E 




0 



Rys. 1-27. Charakterystyka w ukła¬ 
dzie u-q idealnego źródła napięcio¬ 
wego 


i 

3 

i / 



0 



Rys. 1-28. Charakterystyka w ukła¬ 
dzie i-tp idealnego źródła prądowego 


3* 
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1.13. Dla elementów nieliniowych wielozaciskowych (p. 1.1.3, przykład 7, rys. 
1-17) całkowita moc chwilowa p doprowadzona do elementu na wszystkich zaciskach 
(parach zacisków) wynosi V 

m 

p = u T i = ui T = £ u k i k (1-74) 

k=i 

gdzie: u, i — wektory o postaci (1-41). Analogicznie, jak dla elementów dwójniko- 
wych (p. 1.1.2), możemy wielozaciskowe elementy rezystancyjne, dla których wyra¬ 
żenie (1-74) jest jednoznacznie określone, podzielić na pasywne (zawsze: p ^ 0) oraz 
aktywne, tj. takie, które nie są pasywne. Wśród elementów pasywnych wyróżnia 
się elementy bezstratne, dla których zawsze: p = 0. 

Sprawdzić, że transformator idealny (przykład 8, p. 1.1.3) jest elementem pa¬ 
sywnym bezstratnym. 

1.14. Czwórnik o równaniach: 

* I (1-75) 

u 2 — —ri i J 

gdzie: r > 0 nazywa się żyratorem. Oznacza go się na schematach w sposób pokazany 
na rys. 1-29. Sprawdzić, że żyrator jest czwórnikowym (m — 2) } liniowym ele¬ 
mentem rezystancyjnym bezstratnym (a więc pasywnym — por. zad. 1.13). 



Rys. 1-29. Żyrator 


1.15. Czwórnik o równaniach: 


Ux = ku 2 


(1-76) 


gdzie: k — stała, nazywa się konwertorem ujemnej impedancji (w skrócie: NIC od 
angielskiej nazwy: „negative impedance eonvertor”). Wykazać, że jest to liniowy, 
aktywny element rezystancyjny. 


1.16. Wykazać, że energia magnetyczna gromadzona w układzie dwóch induk- 
cyjności nieliniowych całkowicie sprzężonych, opisywanych przez równania (1-55), 
wyraża się wzorem 

'■* 

W m = J xf' L (x) dx 

o 


1.17. Opór liniowy niestacjonarny o równaniu (1-69) pracuje przy prądzie 


i(t) = I m sin (o )t+qp) 


aT oznacza macierz, transponowaną względem macierzy «. W ten sam sposób 
będziemy oznaczać transpozycję wektora (tj. macierzy jednokolumnowej). 
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Obliczyć energię Wrt traconą w oporze w ciągu okresu: T = 2 k/co i wykazać, że nie 
zależy ona od kąta cp. 

Odp. 


W 


RT 


rj: 


1.1.4. PARAMETRY STATYCZNE I DYNAMICZNE 


Rozważmy jako przykład opór nieliniowy o równaniu 

u = f R (i) (1-77) 

W przeciwieństwie do elementu liniowego (1-1), który był całkowicie 
określony przez wartość oporu R, element nieliniowy jest określo¬ 
ny przez charakterystykę (1-77). Również w przypadku elemen¬ 
tu nieliniowego można jednak mówić o wartości oporu nieli¬ 
niowego z tym jednak, iż będzie ona zależna od położenia punktu 
na charakterystyce. 

Opór statyczny R st elementu rezystancyjnego (1-77) w danym punk¬ 
cie charakterystyki określamy jako (rys. 1-30) 


Rst — 


u 


(1-78) 


Wyrażenie (1-78) ma prostą interpretację geometryczną. Oznacza ono 
bowiem, że R st jest współczynnikiem kierunkowym siecznej przechodzą¬ 
cej przez punkty 0A (rys. 1-30), a więc 


R st — k tg a (1-79) 

Opór statyczny R st zależy od położenia punktu A na charakterystyce, 
można go więc uważać np. za wielkość zależną od prądu i 

Rst Rst 0 ) 



Rys. 1-30. Interpretacja oporu sta¬ 
tycznego 



Rys. 1-31. Zależność oporu statycz¬ 
nego Rst od prądu i dla elementu 
o charakterystyce z rys. 1-30 
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i pisać wówczas równanie charakterystyki (1-77) w postaci 

u — f R W i — JL i — R st (i) i (1-80) 

i i 

Na rysunku 1-31 przedstawiono przykładowo zależność R st od i dla 
charakterystyki z rys. 1-30. 

Opór dynamiczny lub różniczkowy Rd yn elementu rezystancyjnego 
o równaniu (1-77) w danym punkcie charakterystyki określamy jako 
(rys. 1-32) 

( 1 - 81 ) 

A 

Wyrażenie (1-81) ma również prostą interpretację geometryczną. 
Oznacza ono bowiem, że Rd yn jest współczynnikiem kierunkowym stycz¬ 
nej w punkcie A (rys. 1-32), a więc 

Rdyn = k tg fi (1-82) 

Opór dynamiczny Rd yn zależy również od położenia punktu A na cha¬ 
rakterystyce, może więc być uważany za zależny od prądu i (lub od napię¬ 
cia u). Na rys. 1-33 przedstawiono przykładowo zależność Rd yn °d i dla 
charakterystyki z rys. 1-30 i rys. 1-32. 


Rd 


yn 


d U 

di 



Rys. 1-32. Interpretacja oporu dy¬ 
namicznego 



Rys. 1-33. Zależność oporu dynami¬ 
cznego Rdyn od prądu i dla elementu 
o charakterystyce z rys. 1-30 


Opór statyczny jest parametrem bardzo dogodnym do scharaktery¬ 
zowania elementu rezystancyjnego nieliniowego przy prądzie i napięciu 
stałym: i = I, u = U. Opór dynamiczny charakteryzuje zachowanie się 
elementu nieliniowego np. przy prądzie i o składowej stałej (odpowiada¬ 
jącej punktowi A) oraz niewielkiej składowej zmiennej (por. p. 1.2.6). Dla 
oporu nieliniowego zawsze R st ^ 0 , podczas gdy Rd yn może przybierać do¬ 
wolne wartości rzeczywiste 1) . 

W dalszym tekście często będziemy mówić po prostu „opór” w zna¬ 
czeniu „opór statyczny” i używać oznaczeń: R, R(i) zamiast: R S f, R s t(i)- 


1 ) Dopuszczamy również wartości graniczne: R s t = +°° oraz Rdyn = ±°°. 
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Podział oporów na liniowe i nieliniowe można zatem scharakteryzo¬ 
wać następująco: jeśli opór elementu nie zależy ani od prądu i, ani od 
napięcia u, to jest to element liniowy; jeśli opór ten zależy od prądu i 
lub od napięcia u, to jest to element nieliniowy Ł) . 

W analogicznym sensie mówimy o statycznych i dynamicznych induk- 
cyjnościach i pojemnościach. 

Dla elementu indukcyjnego nieliniowego o charakterystyce 


W = h(i) 


(1-83) 


określamy indukcyjność statyczną L sf jako (rys. 1-34) 



Rys. 1-34. Interpretacja geometrycz¬ 
na indukcyjności statycznej L s t = 
— k tga i indukcyjności dynamicznej: 
Ldyn = k tg/? 


Rys. 1-35. Interpretacja geometry¬ 
czna pojemności statycznej C s t — 
= k tg <x i pojemności dynamicznej: 

Cdyn ~ k tg/? 


Podobnie dla elementu pojemnościowego nieliniowego o charaktery¬ 
styce 


Q = fc (u) 


( 1 - 86 ) 


mówimy o pojemności statycznej C st (rys. 1-35) 



(1-87) 


Sformułowanie to odnosi się zarówno do elementów stacjonarnych jak i nie¬ 
stacjonarnych. 
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oraz o pojemności dynamicznej lub różniczkowej C £ / yn 


Cj 


yn 


dq 
d u 


( 1 - 88 ) 


Wielkości (1-84) do (1-88) są zależne od położenia punktu na charak¬ 
terystyce, można więc je uważać za funkcje i lub xp (indukcyjność) oraz 
u lub q (pojemność). 


1.1.5. ELEMENTY NIELINIOWE RZECZYWISTE 

Omawiane dotychczas elementy nieliniowe należy uważać za pewne 
modele elementów rzeczywistych. Z tego względu nazywa się je nie¬ 
kiedy elementami nieliniowymi idealnymi. Elementy nieliniowe rzeczy¬ 
wiste, które występują w rzeczywistych układach elektronicznych, mogą 
się różnić (i na ogół różnią się) pod wieloma względami od swych modeli 
idealnych. Charakter tych różnic, ich przyczyny fizyczne czy znaczenie 
praktyczne mogą być bardzo różnorodne. Ich zbadanie wymagałoby prze¬ 
śledzenia podstaw fizycznych i zasady działania każdego z osobna ele¬ 
mentu nieliniowego, co wykracza poza ramy teorii obwodów. Nie wnika¬ 
jąc w szczegóły, wszystkie te różnice, bez względu na ich różnorodność, 
można jednak sprowadzić w zasadzie do jednego problemu, dotyczącego 
zewnętrznego, zaciskowego opisu elementu. 

Charakterystyki elementów nieliniowych idealnych (p. 1.1.1 i 1.1.3) 
określają zależność między u, i (yj, i czy q, u) niezależnie od prze¬ 
biegów czasowych tych wielkości. Jeśli mówimy np. o oporze nieliniowym 
o charakterystyce (1-4), to rozumiemy, że przy dowolnym przebiegu cza¬ 
sowym prądu: i — i(t) napięcie jest równe: u = u(t) = fii(i(t)J. Elementy 
nieliniowe rzeczywiste odznaczają się natomiast tym, że ich charakterys¬ 
tyki mniej lub więcej zależą od charakteru czy parametrów przebie¬ 
gów czasowych wielkości zaciskowych. Zależność ta może być nieznaczna 
i wówczas posługiwanie się modelem idealnym jest w pełni uzasadnione. 
Jeśli jednak staje się ona wyraźna, jest to sygnałem, iż danego elementu 
rzeczywistego nie można w sposób poprawny i kompletny opisać przy 
użyciu modelu w postaci elementu nieliniowego idealnego. 

Należy mieć przy tym na uwadze, iż charakterystyka elementu rze¬ 
czywistego jest zawsze wynikiem pomiarów dokonanych w określony spo¬ 
sób, np. przy prądzie stałym czy prądzie sinusoidalnie zmiennym, a zatem, 
ściśle biorąc, opisuje zachowanie się elementu tylko w tych warunkach, 
w jakich była mierzona. Z tego względu w odniesieniu do elementów nie¬ 
liniowych rzeczywistych odróżnia się często: 
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a) charakterystyki statyczne, czyli charakterystyki dla przebiegów 
stałych, odpowiadające przypadkowi, gdy przebieg wymuszający (i, u xp- 
lub ą) jest stały w czasie; 

b) charakterystyki dla przebiegów zmiennych (sinusoidalnych), od¬ 
powiadające przypadkowi, gdy przebieg wymuszający zmienia się w czasie 
sinusoidalnie (lub sinusoidalnie ze składową stałą); 

c) charakterystyki dla przebiegów impulsowych, odpowiadające przy¬ 
padkowi, gdy przebieg wymuszający zmienia się w czasie skokowo lub 
impulsowo. 

Jeśli np. dany element rzeczywisty pracuje w obwodzie prądu stałe¬ 
go, to do pełnego scharakteryzowania jego zachowania w tych warunkach 
wystarcza znajomość charakterystyki statycznej niezależnie od tego, czy 
w innych warunkach (np. przy prądzie zmiennym o różnych częstotliwo¬ 
ściach) element ten będzie zachowywać się zgodnie ze swoją charakterys¬ 
tyką statyczną czy też zupełnie inaczej. Innymi słowy, w obwodzie prądu 
stałego element rzeczywisty może być reprezentowany przez model okre¬ 
ślony tylko charakterystyką statyczną niezależnie od tego, czy w ogólnym 
przypadku może on być uważany za element nieliniowy idealny, czy też 
nie. 

Rozważmy kilka przykładów elementów nieliniowych rzeczywistych. 

1. Oporniki wilitowe lub tyrytowe mają charakterystyki statyczne 
o postaci przedstawionej na rys. l-36a. Nieliniowość tej charakterystyki 



Rys. 1-36. Charakterystyki oporników nieliniowych 


jest związana ze zmianą pod wpływem napięcia rezystywności warstewki 
Si0 2 pokrywającej ziarna grafitu lub karborundu, z których jest wykona¬ 
ny opornik. Przy zasilaniu napięciem zmiennym charakterystyka takiego 
opornika nie ulega, praktycznie biorąc, zmianie w szerokim zakresie czę- 


b W przypadkach, gdy na rysunkach celowe jest odróżnianie charakterystyk sta¬ 
tycznych, osie układu współrzędnych będziemy oznaczać dużymi literami. 
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stotliwości. Opornik taki możemy zatem z powodzeniem uważać za (ideal¬ 
ny) symetryczny opór nieliniowy o charakterystyce (rys. l-36b) identycz¬ 
nej z charakterystyką statyczną. 

2. Z podobną sytuacją mamy do czynienia w przypadku diody próżnio¬ 
wej lub diody półprzewodnikowej (np. ostrzowej), których charakterystyki 
(rys, l-37a, b) przy odpowiedniej konstrukcji diody również praktycznie 
nie zależą w dość szerokim zakresie od parametrów przebiegu zasilającego. 
Zakres ten jest zwykle ograniczony od góry częstotliwością, przy której 
trzeba już uwzględniać szczątkowe elementy reaktancyjne: indukcyjności 
doprowadzeń, pojemności międzyelektrodowe lub pojemności złącza itp. 



Rys. 1-37. Typowe charakterystyki diod: a) próżniowej; b) półprzewodnikowej 


3. Z przykładem 2 wiąże się problem aproksymacji charakterystyki 
elementu, której kształt może być niedogodny lub zbyt skomplikowany dla 
obliczeń. Na rys. 1-38 pokazano tytułem przykładu różne aproksymacje 
charakterystyki diody próżniowej, a na rys. 1-39 — diody półprzewodni¬ 
kowej . 



Rys. 1-38. Różne aproksymacje charakterystyki diody próżniowej 



Rys. 1-39. Różne aproksymacje charakterystyk diody półprzewodnikowej 
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4. Żarówka z drutem wolframowym jest przykładem termorezystora, 
tj. opornika, którego opór zależy w istotny sposób od temperatury. Wsku¬ 
tek wzrostu rezystywności wolframu z temperaturą charakterystyka sta¬ 
tyczna takiej żarówki ma postać przedstawioną na rys. 1-40. 



Rys. 1-40. Charakterystyka statyczna żarówki z włóknem wolframowym 

Przyjrzyjmy się teraz warunkom pracy takiej żarówki przy napię¬ 
ciu sinusoidalnie zmiennym 

u(t) = XJ ml sin (Dt 

o danej pulsacji: co = 2nf i amplitudzie U ml . Dla żarówki tej jest dostarcza¬ 
na w ciągu okresu: T = 2it/co pewna moc czynna P t , którą powoduje na¬ 
grzanie się włókna. Wskutek jednak dużej bezwładności cieplnej, nawet 
przy niewielkiej częstotliwości, np. f — 50 Hz, temperatura włókna nie 
nadąża za zmianami mocy chwilowej p (czy napięcia u) i, praktycznie bio- 



Rys. 1-41. Przebiegi chwilowe napięcia i prądu w żarówce z włóknem wolframo¬ 
wym 
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rąc, pozostaje stała w czasie, zależąc tylko od mocy średniej P* pobranej 
w okresie T. W związku z tym opór włókna R ± również, praktycznie biorąc, 
pozostaje stały w czasie, a więc charakterystyka dla przebiegu sinusoidal¬ 
nego ma postać odcinka prostej odpowiadającej wartości (rys. 1-41), 
a przebieg prądu jest sinusoidalny 

i(t) = I m i sin (ot, I ml = 

Jeśli jednak zmienimy amplitudę napięcia 

u(t ) = U m2 sin out 

& 

np. zwiększając ją (U m2 > U mi ), to zwiększy się moc średnia P 2 pobierana 
przez żarówkę w ciągu okresu (P 2 > Pj), zwiększy się temperatura włókna, 
a tym samym jego opór. Charakterystyka będzie nadal prostoliniowa, ale 
o innym już nachyleniu odpowiadającym wartości R 2 ^> R 1 (rys. 1-41). 

Dokonana analiza dowodzi, że żarówki z włóknem wolframowym nie 
można (nawet w przybliżeniu) uważać za idealny, nieliniowy element re- 
zystancyjny 1} . 

5. Podobnym, choć działającym na innej zupełnie zasadzie przykładem 
termorezystora jest element półprzewodnikowy zwany termistorem [1.10]. 
Typową charakterystykę statyczną termistora pokazano na rys. 1-42. Po¬ 
nieważ przewodnictwo elektryczne termistora zależy bardzo silnie od jego 
temperatury, zależy również od temperatury otoczenia. Z tego względu 




Rys. 1-43. Dwójnik z przykładu 6 


Rys. 1-42. Charakterystyka statyczna termisto¬ 
ra przy ustalonej temperaturze otoczenia T 0 f 


charakterystyka statyczna termistora (podobnie zresztą jak i — w mniej¬ 
szym stopniu — żarówki) będzie różna w różnych temperaturach otocze¬ 
nia. Można zatem mówić w tym przypadku bądź o charakterystyce sta- 


*) Jest to związane z tym, że do pełnego opisu zjawisk w żarówce jest konieczne 
uwzględnienie również procesów cieplnych, a nie tylko elektrycznych. Z tego względu 
elementy o podobnych właściwościach bywają nazywane termorezystorami lub prze¬ 
twornikami termoelektrycznymi. Do takich elementów należy również termistor. 
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tycznej dla ustalonej temperatury otoczenia (tak jak na rys. 1-42), bądź 
o rodzinie charakterystyk statycznych przy różnych temperaturach oto¬ 
czenia. 

Zwracamy uwagę, iż z przebiegu charakterystyki statycznej (rys. 
1-42) nie można wyciągać żadnych wniosków co do zachowania się termi- 
stora przy zasilaniu prądem zmiennym. 

6. Rozważymy teraz połączenie szeregowe oporu liniowego R i in- 
dukcyjności liniowej L (rys. 1-43) przyjmując, że 


u(t ) = U m sin cot 

oraz (stan ustalony) 

i(t ) == I m sin(&)£— cp) 


(1-89) 

(1-90) 


przy czym: 


T — ZJE 

m |/r 2 +£0 2 l 2 ’ 


, c oL 

<P = arctg — 


Przy L — 0 rozważany dwójnik staje się oporem, przy R — 0 — indukcyj- 
nością, możemy zatem potraktować go dwojako: 

a) jako opór, do którego przyłączono bardzo małą indukcyjność 
(wówczas cp bliskie zera), 

b) jako indukcyjność, do której przyłączono bardzo mały opór 
(wówczas cp bliskie Jt/2). 

Interesować nas będzie, jakim zmianom podlega charakterystyka opo¬ 
ru w przypadku a) i charakterystyka indukcyjności w przypadku b). 

Przy L = 0 (cp — 0) dwójnik jest oporem, którego charakterystyka 
liniowa jest narysowana na rys. 1-44. Przy jakiejkolwiek, choćby dowol- 



L — o o 
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nie małej indukcyjności L 0 pojawia się przesunięcie cp > 0 między na¬ 
pięciem a prądem i równania (1-89) i (1-90) określają w płaszczyźnie i, u 
elipsę (rys. 1-45), która zależy zarówno od amplitudy U m napięcia jak i od 
jego pulsacji co. Ta zależność charakterystyki od parametrów przebiegu 
wymuszającego powoduje, że rozważanego dwójnika nie możemy już te¬ 
raz uważać za element rezystancyjny (opór). Pojawienie się zależności pę- 
tlowej w płaszczyźnie i, u może dodatkowo świadczyć o tym, że w roz¬ 
ważanym dwójniku pojawiły się cechy reaktancyjne (analogiczna sytua¬ 
cja będzie w przypadku oporu i pojemności). 

Przy R — 0 (cp — tc/2) dwójnik jest indukcyjnością, której charakte¬ 
rystykę liniową podano na rys. 1-46. Strumień skojarzony 

ip(t) = -— cos cot (1-91) 

jest wówczas oczywiście w fazie z prądem 


i(t) = I m sin 



— I m cos COt 


Pojawienie się jakiegokolwiek, choćby dowolnie małego oporu R^O po¬ 
woduje powstanie przesunięcia fazowego między strumieniem (1-91) a prą¬ 
dem (1-90) i w efekcie otrzymujemy w płaszczyźnie ip, i elipsę (rys. 1-47), 
która również zależy od parametrów przebiegu wymuszającego (np. U m 



Rys. 1-46. Przebiegi czasowe yj, i dla 
R = 0 


Rys. 1-47. Przebiegi czasowe y>, i dla 
R¥= 0 


i co). Wnioski są oczywiście analogiczne: dwójnika nie można uważać 
w tym przypadku za element indukcyjny (indukcyjność), a pojawienie się 
zależności pętlowej w płaszczyźnie yj, i może dodatkowo świadczyć o wy¬ 
stępowaniu cech rezystancyjnych dwójnika. 
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1.1.6. OBWODY LINIOWE I NIELINIOWE 

Dotychczas zajmowaliśmy się zagadnieniami dotyczącymi elementów 
liniowych i nieliniowych. Obecnie kilka uwag poświęcimy obwodom 
i układom traktowanym jako za całość i ich podziałowi na: liniowe 
i nieliniowe. 

Zagadnienie to ma kilka aspektów i może być rozważane z rozmaitych 
punktów widzenia. Podamy kilka z nich. 

1. Elementy. Jeśli w danym obwodzie (układzie) można wyod¬ 
rębnić poszczególne elementy: rezystancyjne, indukcyjne i pojemnościo¬ 
we i wszystkie te elementy są liniowe (tzn. mają charakterystyki prosto¬ 
liniowe) 1) , to obwód (układ) jest liniowy. Jeśli natomiast nie można wyod¬ 
rębnić elementów tak, aby wszystkie były liniowe, tzn. wśród wyodrębnio¬ 
nych elementów będą elementy nieliniowe (o charakterystykach nielinio¬ 
wych, tj. różnych od linii prostej), to obwód (układ) jest nieliniowy. Inny¬ 
mi słowy, każdy układ zbudowany tylko z elementów, liniowych: ideal¬ 
nych źródeł napięciowych i prądowych, oporów, indukcyjności, indukcyj- 


u,=f M (i) u z =f R2 (i) 


U1 

— 

U-2 

-- 




Rys. 1-48. Dwójnik pozornie nieliniowy przy: jR^i) + fR 2 (i) = Ri 



Rys. 1-49. Przykłady układów pozornie Rys. 1-50. Przykłady układów nielinio- 
nieliniowych wych 


ności wzajemnych, pojemności oraz transformatorów idealnych, żyrato- 
rów lub innych wielozaciskowych elementów liniowych jest układem linio¬ 
wym. Układ jest nieliniowy, jeśli istotnie zawiera elementy nieliniowe 2) . 


b W tym miejscu, zgodnie z przykładami 1 i 12 p. 1.1.3, idealne źródła napię¬ 
ciowe i prądowe uważamy za elementy rezystancyjne liniowe. 

2 ) Rozumiemy to tak, że w układzie nieliniowym występują takie elementy nie¬ 
liniowe, które nie kompensują się nawzajem, tzn. których połączenia nie dają w efek¬ 
cie elementu liniowego (rys. 1-48) i których nie można usunąć bez spowodowania 
zmiany prądów i napięć w pozostałej części układu (rys. 1-49, rys. 1-50). 
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Takie ujęcie wymaga możliwości wyodrębnienia poszczególnych ele¬ 
mentów, odnosi się więc do układów o elementach skupionych, zarówno 
stacjonarnych jak i niestacjonarnych (parametrycznych). 

2. Równania. Możliwość ogólniejszego spojrzenia na układy linio¬ 
we i nieliniowe dają ich równania. Załóżmy, że zgodnie z prawami fizyki 
(np. z prawami Kirchhoffa) zostały ułożone równania układu elektryczne¬ 
go, przy czym niewiadomymi w tych równaniach są: prądy i napięcia lub 
ich całki: ładunki i strumienie skojarzone. Jeśli równanfa te są liniowe, 
to układ jest liniowy, jeśli są one nieliniowe, to układ jest nieliniowy. 

Ujęcie takie nie wymaga sprecyzowania, o jaki typ równań chodzi. 
Odnosi się ono zarówno do układów o elementach skupionych (równania 
algebraiczne, równania różniczkowe lub różniczkowo-całkowe zwyczajne) 
jak i układów o elementach rozłożonych (równania różniczkowe cząstko¬ 
we) i to zarówno układów stacjonarnych (równania o stałych współczyn¬ 
nikach) jak i niestacjonarnych, czyli parametrycznych (równania o zmien¬ 
nych współczynnikach) ń. 

Dla przykładu równania: 

(Ri + R g ) I A R s I 2 = 

— — E 2 ) 

1 dip yj _ . 

^R~dt + ~L~ l 

r dii . , _ _ d io 

Ll ~df +Rlh+x TF ==et 

M ^t + L ^W +R ^^. 

LC(t) l§ L+q = 0 


L(t) 


d 2 q 

W 


+ 


dŁ(t) dq 
dt dt 



3 u 
3x 
3i 
dx 


3 i 

= Ri+L-^jr 
= Gtt+C-^ 


npisują układy liniowe, a równania 2) : 


(1-92) 


1 ) Chodzi tu o niezależność lub zależność współczynników równań od czasu t, 
stanowiącego zmienną niezależną równania. 

2 ) O równaniach (1-92) i (1-93) odpowiadających liniom długim będzie mowa 
w rozdz. 3 (por. p. 3.1.3. i zad. 3-7). 
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Rl+aP = E 

3ai 2 -^- +Ri = u 
d t 

^ = Lc|i + (RL + GC)^ + CN^ r (1-93) 

odpowiadają układom nieliniowym. 

3. Zasada superpozycji. Jedną z podstawowych cech odróż¬ 
niającą układy liniowe od nieliniowych jest zasada superpozycji (por. tom 
1), której podlegają układy liniowe, a nie podlegają układy nieliniowe. 



Rys. 1-51. Układ o wymuszeniach xi wielkościach wymuszonych y 


Rozważmy dowolny układ elektryczny (rys. 1-51), w którym wyod¬ 
rębniono wektor wszystkich wymuszeń (sił elektromotorycznych lub wy¬ 
dajności prądowych) 


x t 

x 2 


Zr, 


oraz wektor dowolnie wybranych wielkości wymuszonych (prądów lub na¬ 
pięć) 1} 




*) Dokładniej, mogą to być prądy na zaciskach działania sił elektromotorycznych, 
napięcia na zaciskach działania wydajności prądowych oraz prądy lub napięcia na 
dowolnych innych elementach układu. 


4 Teoria obwodów t. II 
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Załóżmy, że zależność między x a y jest jednorodna: jeśli x = 0, to: 
y = 0. Oznacza to, że w sieci przedstawionej na rys. 1-51 w postaci pro¬ 
stokąta nie ma już (nie skompensowanych) źródeł niezależnych. 

Niech y' odpowiada wymuszeniu x\ y" odpowiada wymuszeniu x". 
Jeśli dla każdego x' i #"oraz każdej pary liczb k lf k 2 sumie k t x' -f k 2 x". 
odpowiada suma k t y' -Ą-^y ", to mówimy, że układ podlega zasadzie super¬ 
pozycji i jest układem liniowym. 

Jeśli zależność między y a x zapiszemy umownie*w postaci 

y = Ax 

przy czym A jest pewnym operatorem, to sformułowanie zasady superpo¬ 
zycji odpowiada warunkom jednorodności i addytywności operatora A 


ZADANIA 


1.18. Dla elementu rezystancyjnego z zad. 1.1 wyznaczyć zakres zmian oporu 
statycznego R s t przy zmianach napięcia: 0,1 V ^ ii ^ 1 V przyjmując: a — 1 mA/V 3 . 

Odp. 

lkQ<R sf <100 kQ 

1.19. Sprawdzić, że dla elementu rezystancyjnego z zad. 1.1 w każdym punkcie 
charakterystyki przy 

_ 1 

Rdyn 3~ Rst 

1.20. Dla elementu pojemnościowego z zad. 1.7 wyznaczyć zależność pojem¬ 
ności statycznej C s t i pojemności dynamicznej Cdyn od ładunku q. 

Odp. 


Cst = 


Co 

1 +£Q 2 


r* "__ 

dyn l + 3eq 2 

1.21. Podać przykłady charakterystyk oporów nieliniowych, które miałyby 
w pewnym przedziale: Rd yn — 00 b, Rdyn — 0, Rdyn < 0. 

1.22. Sprawdzić, że prostownik idealny (rys. 1-14, przykład 4, p. 1.1.3) może być 
rozumiany jako element rezystancyjny o wartościach: 


Rst 

Rdyn 

= -foo 

dla 

u < 0 

Rst 

= Rdyn 

= 0 

dla 

i > 0 


b Oznacza to, że 1 /Rdyn — dildu — 0. 
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1.23. Dla elementu z zad. 1.3 wyznaczyć zależność między wartościami sku¬ 
tecznymi prądu i napięcia: I S k oraz U S k • 

Odp. 

T _ u sk 

Isk ~ R 

1.24. Wykazać, że dla żarówki rozważanej w przykładzie 4, p. 1.1.5 zależność 
między wartościami skutecznymi I s k oraz 17 S £ jest identyczna z częścią charakte¬ 
rystyki statycznej (rys. 1-40), leżącą w pierwszej ćwiartce. 

1.25. Podać schematy układów elektrycznych, których równania — z wyjątkiem 
równań (1-92) i (1-93) — zostały podane w p. 1.1.6. 


1.2. OBWODY REZYSTANCYJNE NIELINIOWE 

Zajmiemy się teraz niektórymi zagadnieniami obwodów rezy stancy j- 
nych nieliniowych. Będziemy zakładać, że elementami takich obwodów są 
tylko dwójnikowe elementy rezystancyjne, a więc opory (liniowe i nieli¬ 
niowe), idealne źródła napięciowe i prądowe oraz takie elementy jak np. 
prostowniki idealne, przekaźniki itp., przy czym wszystkie te elementy 
(z wyjątkiem ewentualnie źródeł) są stacjonarne. Jeśli również wszystkie 
źródła są stacjonarne (tzn. są to źródła o stałych siłach elektromotorycznych 
lub stałych wydajnościach prądowych), mówimy wówczas o obwodach nie¬ 
liniowych prądu stałego. 

Obwody rezystancyjne nieliniowe opisują się równaniami algebraicz¬ 
nymi nieliniowymi. Równania takie tylko w nielicznych, bardzo prostych 
przypadkach można rozwiązać bezpośrednio metodami analitycznymi. 
W ogromnej większości przypadków konieczne jest stosowanie metod nu¬ 
merycznych, graficznych czy grafo-analitycznych, często opartych na roz¬ 
maitych aproksymacjach charakterystyk nieliniowych. 

Największe znaczenie praktyczne mają niewątpliwie metody nume¬ 
ryczne, zwłaszcza w powiązaniu z wykorzystaniem maszyn matematycz¬ 
nych, wykraczają one jednak poza zakres teorii obwodów. W dalszych roz¬ 
ważaniach będziemy posługiwać się głównie łatwymi i poglądowymi me¬ 
todami graficznymi, które w prostych przypadkach umożliwiają szybkie, 
choć niezbyt dokładne, wyznaczenie rozwiązania. 

1.2.1. ŁĄCZENIE ELEMENTÓW 

W wielu najważniejszych w praktyce przypadkach podstawą do uzy¬ 
skania rozwiązania metodą graficzną jest wyznaczenie charakterystyki 
elementu równoważnego połączeniu szeregowemu lub równoległemu in¬ 
nych elementów. 


4* 
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1. Połączenie szeregowe. Załóżmy, że mamy do czynienia 
z połączeniem szeregowym dwóch oporów (rys. l-52a), z których co naj¬ 
mniej jeden jest nieliniowy. Równanie takiego dwójnika ma postać 

u = u 1 +u 2 = / 1 (i)+/ 2 (ż) (1_94) 

przy czym f 1; f 2 — charakterystyki poszczególnych oporów. Przy zadanym 
u jest to równanie nieliniowe względem i, którego rozwiązanie analityczne 



Rys. 1-52. Połączenie szeregowe dwóch oporów nieliniowych i opór równoważny 

nawet dla najprostszych funkcji J4 i f 2 jest skomplikowane lub niemożli¬ 
we. Rozwiązanie (1-94) sprowadza się przy tym do wyznaczenia zależności 

i = cp (u) (1-95) 

określającej charakterystykę elementu równoważnego (rys. l-52b). Cha¬ 
rakterystykę (1-95) można jednak wyznaczyć w następujący, prosty spo¬ 
sób graficzny. 



Rys. 1-53. Konstrukcja charakterystyki Rys. 1-54. Inaczej narysowana konstruk- 
połączenia szeregowego cja z rys. 1-53 

Rysujemy charakterystyki obu oporów w tym samym układzie współ¬ 
rzędnych (rys. 1-53). Dla danej, ustalonej wartości prądu I na oporach 
tych powstałyby napięcia U x i U 2 łatwe do wyznaczenia z rys. 1-53. Zgod¬ 
nie z (1-94) na całym dwójniku napięcie jest sumą Ui + U 2 . Dla ustalonej 
odciętej (rys. 1-53) dodajemy zatem rzędne obu charakterystyk otrzymując 
w ten sposób punkt, przez który przechodzi poszukiwana charakterystyka 
oporu równoważnego (zwana charakterystyką łączną). Powtarzając taką 
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konstrukcję dla różnych, ustalonych wartości I (tj. dla różnych odciętych) 
otrzymujemy dowolną liczbę punktów charakterystyki łącznej, tj. cha¬ 
rakterystyki oporu równoważnego z rys. l-52b. Mając wyznaczoną tę cha¬ 
rakterystykę, rozwiązanie (1-94) sprowadza się do graficznego wyznaczenia 
przebiegu i(t) przy zadanym u(t) (por. zad. 1.1, 1.2, 1.3) lub odczytu war¬ 
tości prądu I przy zadanym napięciu U (w przypadku obwodu prądu sta¬ 
łego). 

Można oczywiście zamienić miejscami osie u, i rysując charakterystyki 
jak na rys. 1-54. 

Zastanówmy się teraz nad założeniami wystarczającymi do 
tego, aby podana konstrukcja była możliwa i jednoznaczna (tj. określała 
jednoznacznie i, u 1} u 2 ), przy dowolnie zadanym u. 

a) Przy zadanym i napięcia u x i u 2 są jednoznacznie określone, a więc 
oba szeregowo łączone opory powinny być nieuzależnione lub 
uzależnione prądowo. 

b) Przy spełnieniu warunku a) charakterystyka łączna określa jedno¬ 
znacznie u — + u 2 przy zadanym i Jednocześnie, dla uzyskania jedno¬ 

znaczności rozwiązania powinna ona jednoznacznie określać i przy za¬ 
danym u. Oznacza to, że opór równoważny powinien być n i e u z a leż¬ 
ni o n y. 

Warunki te wynikają również wprost z postaci równań (1-94) i (1-95). 

Podany sposób konstrukcji charakterystyki łącznej można bez trudu 
stosować również w przypadku połączenia szeregowego dowolnej (skoń¬ 
czonej) liczby oporów liniowych i nieliniowych R Łatwo przy tym zauwa¬ 
żyć, że połączenia szeregowe lub równoległe dowolnej ( skończonej ) liczby 
oporów nieuzależnionych jest oporem nieuzależnionym. Wymienione wa¬ 
runki jednoznaczności rozwiązania są zatem spełnione, jeśli wszystkie łą¬ 
czone opory są nieuzależnione. 

2 . Połączenie równoległe. Poprzednie rozumowanie można 
powtórzyć bez istotnych zmian w przypadku połączenia równoległego. Dla 
dwóch oporów (nieliniowych) połączonych równolegle (rys. 1-55) mamy 

i = i 1 +i 2 = <p 1 (u)+<p 2 (u) (1-96) 

przy czym <p ly <p 2 — charakterystyki poszczególnych oporów. Rozwiązanie 
równania (1-96) przy zadanym i sprowadza się do wyznaczenia zależności 

u = f(i ) (1-97) 


b Mogą to być również elementy rezystancyjne, których charakterystyki nie 
przechodzą przez początek układu współrzędnych, np. połączenia źródeł stacjonar¬ 
nych i oporów (a także prostowniki idealne). 
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określającej charakterystykę elementu równoważnego (rys. l-55b), tj. cha¬ 
rakterystykę łączną całego dwójnika. 

Charakterystykę tę możemy wyznaczyć analogicznie jak dla połącze¬ 
nia szeregowego z tym, że zgodnie z (1-96), dodajemy teraz prądy (rys. 
1-56). W ten sam sposób możemy również wyznaczyć charakterystykę 
łączną dla połączenia równoległego dowolnej (skończonej) liczby oporów 
(lub oporów i źródeł stacjonarnych). 



Rys. 1-55. Połączenie równoległe dwóch 
oporów nieliniowych i opór równoważny 


* 



Rys. 1-56. Konstrukcja charakterysty¬ 
ki połączenia równoległego 


Jeśli wszystkie łączone opory są nieuzależnione, to opór równoważny 
jest też nieuzależniony i napięcie u jest jednoznacznie określone przy za¬ 
danym i. Jednoznaczność rozwiązania zostaje zachowana również, jeśli 
łączone opory są nieuzależnione lub uzależnione napięciowo oraz opór rów¬ 
noważny jest nieuzależniony. 

3. Połączenia mieszane. Przez kolejne stosowanie konstruk¬ 
cji charakterystyki łącznej połączenia szeregowego i równoległego jest mo¬ 
żliwe wyznaczanie charakterystyk łącznych połączeń mieszanych, tzn. ta¬ 
kich dwójników zbudowanych z oporów liniowych i nieliniowych oraz źró- 



Rys. 1-57. Dwójnik: a) o strukturze szeregowo-równoleglej; b) o strukturze, która 

nie jest szeregowo-równoległa 
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deł stacjonarnych, które można przedstawić jako połączenia tylko tych 
dwóch typów. O takich dwójnikach będziemy mówić, że mają strukturę 
szeregowo-równoległą (rys. 1-57). 

1.2.2. OBWODY NIELINIOWE PRĄDU STAŁEGO 

Omówiony w p. 1.2.1 sposób konstrukcji charakterystyk łącznych znaj¬ 
duje szerokie zastosowanie przy obliczaniu obwodów nieliniowych prądu 
stałego. Tą metodą, wyznaczając kolejno charakterystyki poszczególnych 
gałęzi i fragmentów układu, można uzyskać rozwiązanie w postaci prądów 
lub napięć poszczególnych elementów lub gałęzi dla każdego obwodu nie¬ 
liniowego prądu stałego, który można sprowadzić do postaci dwójnika 
o strukturze szeregówo-równoległej, pobudzanego napięciowo lub prądo¬ 
wo (rys. 1-58) 1} . 



Rys. 1-58. Dwójnik D o strukturze szeregowo-równoleglej pobudzany: a) napięciowo, 

b) prądowo 

Poruszone tu kwestie postaramy się zilustrować na kilku prostych 
przykładach. 

1. Rozważmy nieliniowy obwód prądu stałego przedstawiony na rys. 
l-59a. Równanie obwodu ma postać 

E = R 1 I+j 2 (I) 

Wprowadzając napięcie: U = f 2 (I) możemy napisać 

U = f 2 (I) = E—R t I (1-98) 

Jeśli teraz narysujemy charakterystykę u = f 2 (i ) oporu nieliniowego (rys. 
l-59b) oraz na tym samym rysunku narysujemy prostą o równaniu 2) 

u + R 1 i = E (1-99) 


!) Schematy z rys. 1-58 nie oznaczają, że w rozważanym układzie występuje 
tylko jedno źródło, w strukturze dwójnika D mogą być bowiem zawarte inne, sta¬ 
cjonarne źródła napięciowe lub prądowe. 

?) Prosta ta jest charakterystyką połączenia szeregowego oporu R t i źródła E 
przy przyjętym strzałkowaniu prądu i napięcia. 
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Rys. 1-59. Obwód złożony z oporów li- Rys. 1-60. Ob^ód złożony z oporów li¬ 
niowego i nieliniowego oraz sposób wy- niowego i nieliniowego i sposób wyzna- 
znaczenia w nim prądu I czania w nim napięcia U 

to zgodnie z (1-98) punkt przecięcia A wyznacza wartość napięcia U, a tym 
samym poszukiwaną wartość prądu I. 

Proponujemy Czytelnikowi wykonanie analogicznej konstrukcji dla 
połączenia szeregowego dwóch oporów nieliniowych. 

2. W podobny sposób można rozwiązać nieliniowy obwód prądu sta¬ 
łego podany na rys. l-60a. Równanie obwodu ma postać 

j=j^+v 2 m 

lub 

i = <p 2 (rr) = j— (l-ioo) 

Punkt przecięcia A charakterystyki i = <p 2 (u) z prostą o równaniu 

i + (1-101) 

Ki 

wyznacza (rys. l-60b) szukaną wartość U. 

Źródło prądowe o wydajności prądowej J i oporze R ± można oczywi¬ 
ście zastąpić równoważnym źródłem napięciowym o sile elektromotorycz¬ 
nej E = R ± J i oporze R t , co natychmiast sprowadza układ z rys. l-60a do 
poprzedniego przykładu (rys. l-59a). 

Przykłady 1 i 2 można oczywiście rozwiązać również wyznaczając cha¬ 
rakterystykę łączną obu oporów. 

3. Rozważmy przykład liczbowy. Jest dany obwód nieliniowy prądu 
stałego (rys. 1-61) zawierający dwa jednakowe opory nieliniowe N o sy¬ 
metrycznej charakterystyce przedstawionej na rys. 1-62. Przy zadanych 
wartościach: 

E t = 6 V; E 2 = 2,5 V; R t = 1,5 kQ; R 2 = 1 kQ 


należy obliczyć prądy I l3 I 2 ,1 3 . 
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mA 
6 
5 
4 
3 
2 
1 

0 

Rys. 1-61. Układ z przykładu 3 Rys. 1-62. Charakterystyka oporu nie¬ 

liniowego N z układu z rys. 1-61 

Na rysunku 1-63 pokazano kolejne charakterystyki: a — oporu nieli¬ 
niowego N, b — połączenia szeregowego oporu R 2 i źródła E 2 , c — połą¬ 
czenia równoległego a i b, d — połączenia szeregowego ci N, e — połą¬ 
czenia szeregowego oporu i źródła E v Rozwiązanie wyznacza punkt 
przecięcia A charakterystyk d i e: I x = 1,4 mA. Dalej kolejno otrzymuje¬ 
my: U — 3,8 V, z charakterystyki a i c dla i = I ± : U 1 = 1,6 V, U 3 = 2,2 V 
(sprawdzenie: U = U t + U 3 ) oraz z charakterystyk a i b dla u = U 3 : I 3 = 
= 1,6 mA, I 2 — ~0,2 mA (sprawdzenie: — I 2 4- I 3 ). 



Rys. 1-63. Konstrukcja kolejnych charakterystyk łącznych 
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Wartości oporów statycznych elementów nieliniowych są w tym 
przypadku równe: 

Rsti ~ ~ 1,14 kQ; R słS = = 1,37 kQ 

1 i h 

4. Dysponując charakterystykami poszczególnych części układu (jak 
na rys. 1-63) jest możliwe graficzne rozwiązanie rozmaitych zagadnień po¬ 
krewnych. Dla przykładu załóżmy, że w układzie z rys. 1-51 należy tak 
zmienić wartość E ± lub R 1 (przy niezmienionych ^pozostałych elementach), 
aby I 2 = 0. W tym przypadku I t = J 3 , U 1 = U s = E 2 — 2,5 V (punkt B 
przecięcia charakterystyk a i c). Mamy wówczas I x = 1,7 mA i tej war¬ 
tości prądu odpowiada na charakterystyce d punkt A', przez który musi 
przechodzić obecnie prosta e. Istnieją teraz następujące możliwości: 

a) przy zachowaniu wartości R t = 1,5 kQ prosta ta musi przyjąć po¬ 
łożenie e' równoległe do poprzedniego, wyznaczające nową wartość: E± — 
= 7,5 V; 

b) przy zachowaniu wartości E t = 6 V prosta musi przyjąć położenie 
e" odpowiadające wartości E^Ri = 9,7 mA (punkt na osi rzędnych wykra¬ 
czający poza rys. 1-63), tzn. R x = 620 O; 

c) przy jednoczesnej zmianie E ± i R t prosta musi obracać się wokół 
punktu A oznacza to, że warunek I 2 ~ 0 jest możliwy do spełnienia tylko 
przy E t ^ 5 V (dla E t = 5 V mamy R t = 0). 

5. Dla obwodów nieliniowych prądu stałego, analogicznie jak dla 
wszystkich innych typów elektrycznych obwodów liniowych lub nielinio¬ 
wych, możemy ułożyć równania wynikające z ogólnych praw i metod 
teorii obwodów (pierwsze i drugie prawo Kirchhoffa, metoda prądów ob¬ 
wodowych, metoda napięć węzłowych) J) . Przyjmując np. w układzie z rys. 
1-61 prądy Ij i I 2 za prądy obwodowe, otrzymujemy równania układu 
w postaci: 

E^RJ.+HIJ+iih-h) 

-E 2 = R 2 I 2 +f(h-h) 

przy czym f — charakterystyka oporu nieliniowego N. 

Jak już wspominaliśmy, równania takie, z uwagi na ich nieliniowość, 
można rozwiązywać jedynie metodami przybliżonymi, głównie numerycz¬ 
nymi. Stosowanie tych metod wymaga przy tym przyjęcia określonych 


ł ) Zwykle zakłada się przy tym, że wszystkie opory nielinowe w układzie są 
nieuzależnione. W przypadku dopuszczenia oporów uzależnionych (prądowo lub na¬ 
pięciowo) mogą wystąpić pewne komplikacje i ograniczenia, wynikające z niejed¬ 
noznacznej (wzajemnie) zależności między prądami a napięciami poszczególnych 
elementów lub gałęzi (por. p. 1.2.1 oraz zad. 1.35). 


(1-102) 
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zależności analitycznych dla charakterystyk elementów nieliniowych np. 
dla charakterystyki f w równaniach (1-102). Powstaje wówczas dodatkowe, 
lecz istotne zagadnienie aproksymacji charakterystyki przez odpowiednio 
dobrane wyrażenie analityczne. Zagadnieniem tym, bardzo ważnym zwła¬ 
szcza w zagadnieniach dynamiki układów nieliniowych, zajmować się 
obecnie nie będziemy (o aproksymacji prostoliniowej jest mowa w p. 1.2.6). 

1.2.3. OBWODY REZYSTANCYJNE Z JEDNYM ELEMENTEM NIELINIOWYM 

W układach rezystancyjnych zawierających tylko jeden element nie¬ 
liniowy jest możliwe stosowanie zasady Thevenina (lub Nortona) w odnie¬ 
sieniu do tego (i tylko do tego) elementu nieliniowego. 

Załóżmy, że rozważany układ rezystancyjny zawiera k źródeł ideal¬ 
nych napięciowych lub prądowych, pewną liczbę oporów liniowych i je¬ 
den opór nieliniowy nieuzależniony N (rys. l-64a). Chodzi o wyznaczenie 
prądu i lub napięcia u na tym elemencie. 

Przeprowadźmy rozumowanie analogiczne jak dla przypadku linio¬ 
wego (por. tom 1). 




Rys. 1-64. Układ rezystancyjny z jednym elementem nieliniowym 

W układzie z rys. l-64a nic się nie zmieni, jeśli szeregowo do oporu N 
włączymy dwa źródła o jednakowych, lecz przeciwnie skierowanych, do¬ 
wolnych siłach elektromotorycznych e 0 (rys. l-64b). 

Przyjmijmy teraz, że e Q jest równe napięciu u, które powstałoby na 
zaciskach AB przy odłączonym elemencie N (rys. l-65a). Układy z rys. 
l-65a i b są wówczas równoważne, przy czym i = 0. Porównując układy 
z rys. l-64b i l-65b widzimy, że prąd i możemy uważać za wywołany tyl¬ 
ko przez prawe źródło e 0 , ponieważ działanie wszystkich pozostałych źró¬ 
deł daje i = 0 1) . Oznacza to, że prąd i w układzie z rys. 1-64 będzie taki 

^ Mamy więc tu do czynienia z superpozycją dwóch stanów elementu nieli¬ 
niowego, jednak jeden z tych stanów jest zerowy (i = 0, u = 0, rys. l-65b). 
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Rys. 1-66. Układy zastępcze względem układu z rys. 1-64 


sam jak w układzie z rys. l-66a, w którym wszystkie źródła napięciowe 
(z wyjątkiem prawego źródła e 0 ) zostały zwarte i wszystkie źródła prądo¬ 
we — rozwarte. Układ z rys. l-66a można zatem zastąpić układem zastęp¬ 
czym z rys. l-66b, w którym R 0 jest oporem wejściowym na zaciskach AB 
całego układu ze zwartymi źródłami napięciowymi i rozwartymi źródłami 
prądowymi (rys. 1-67). 

Rozumowanie to prowadzi zatem do sformułowania zasady Theuenu 
na, analogicznego jak dla układów o wszystkich elementach liniowych, 

W układzie rezystancyjnym o jednym oporze nieliniowym N (rys. 
l-64a) prąd i oraz napięcie u na zaciskach AB są takie same jak w ukła¬ 
dzie zastępczym (rys. l-66b), w którym cała część liniowa układu jest za¬ 
stąpiona równoważnym źródłem napięciowym. Siła elektromotoryczna e 0 
tego źródła jest równa napięciu, jakie powstałoby na zaciskach AB przy 
odłączonym elemencie N (rys. l-65a), a opór R 0 jest oporem wejściowym 
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Rys. 1-67. Opór zastępczy występujący 
w układzie z rys. l-66b 


A i 



B 


Rys. 1-68. Układ równoważny układowi 
z rys. l-66b 


na zaciskach AB części liniowej przy zwartych źródłach napięciowych 
i rozwartych źródłach prądowych (rys. 1-67). 

Zastępując źródło napięciowe z rys. l-66b równoważnym mu źró¬ 
dłem prądowym otrzymujemy układ równoważny (rys. 1-68), w którym 
wydajność prądową 


. _eo_ 
l o~R 0 

możemy interpretować jako prąd, który powstałby na zaciskach AB 
w układzie z rys. 1-64 przy zwarciu oporu nieliniowego N (sformułowanie 
w postaci zasady Nortona, por. tom 1). 

Układ zastępczy z rys. l-66b lub rys. 1-68 możemy rozwiązać np. kon¬ 
struując charakterystykę łączną (p. 1.2.1) lub w sposób pokazany w przy¬ 
kładach 1 i 2, p. 1.2.2 (dla przypadku obwodu prądu stałego). 

Przykład. Rozważmy obwód prądu stałego o jednym oporze nielinio¬ 
wym N (rys. l-69a). Stosując zasadę Thevenina możemy wyznaczać prąd 



Rys. 1-69. Układ i jego schemat zastępczy 
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I oraz napięcie U ze schematu zastępczego przedstawionego na rys. l-69b, 
przy czym 

E^Ez+Rci+E^+RB) 


E o 


Ri + R2 H” Rb +Rc 
(Ri + Rb) (R2 + Rc) 


gdzie (zamiana trójkąta ABC na gwiazdę): 

* 

_ R 3 R& _ R 2 R 5 


R, 


JRs H— R 4 H— R 5 ’ ° i?3 + J?4 + i?5 

p = R&R 5 

c r 3 +r 4 +r 5 

Przyjmując np.: 

R 1=z R i= 100 Q, R 2 = 200 Q, R s = 50 Q, R 5 = 350 Q, 
E ± = 100 V, E 2 = 70V 

otrzymujemy: 

E 0 = 90 V, P o = 100Q 



Rys. 1-70. Charakterystyka oporu nieliniowego z układu z rys. 1-69 

Zakładając, że charakterystyka oporu nieliniowego N ma postać (rys. 1-70) 

U = U o sh —— 

•‘o 

przy czym U 0 = 30 V, I 0 = 0,5 A, możemy w sposób omówiony w przykła¬ 
dzie 1, p. 1.2.2 i przedstawiony na rys. 1-70 znaleźć: 

I = 0,52 A, U = S8V 

Mając obliczone wartości prądu i napięcia elementu nieliniowego N 
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możemy już bez trudu wyznaczyć pozostałe prądy, rozwiązując odpowied¬ 
ni układ równań liniowych. Przyjmując np. za niewiadome prądy I 1} I 2 , 
I 3 (rys. 1-69) otrzymujemy na podstawie praw Kirchhoffa: 

R 1 I 1 +P 3 I 3 = E 1 -U 
R 2 4 P 4 I 3 = U RąI 

~~ + (^3 + ^4 + ^5) ^3 = ^4-f 

Rozwiązując ten układ równań przy przyjętych wartościach parametrów 
oraz obliczonych już wartościach I, U otrzymujemy: 

Ii = 0,42 A, I 2 = 0,10 A, I 3 = 0,40 A 

oraz 

I 4 = —0,12 A, J 5 = 0,023 A 

ZADANIA 


1.26. W układzie z rys. 1-61 (przykład 3, p. 1.2.2) przy niezmienionych innych 
parametrach dobrać tak E lf aby I 3 = 0. 

Odp. 

E t — —3,5 V 

(Wskazówka: charakterystyka dwójnika E it R 1 musi przechodzić przez punkt C, 
rys. 1-63). 

1.27. W układzie z zad. 1.26 obliczyć wartość oporów statycznych obu elementów 
nieliniowych. 

Odp. 


— 0,87 kQ, R sts — 1 kQ 

1.28. W układzie z rys. 1.71 opór nieliniowy N o charakterystyce podanej na 
rys. 1-62 służy do stabilizacji prądu i przy zmianach napięcia u. Przyjmując: R ~ 
= 1 kO wyznaczyć dopuszczalny zakres zmian napięcia u, przy którym: 1,5 mA^ 
ćśi 2mA. 

Odp. 

3,5V<u<7V 



Rys. 1-71. Układ z zad. 1.28 


Rys. 1-72. Układ mostkowy z zad. 1.29 
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1.29. W układzie mostkowym prądu stałego przedstawionym na rys. 1-72 
w pierwszej gałęzi znajduje się opór nielinowy o charakterystyce: I 1 = aU 1 \U 1 \. 

Przyjmując: a = 0,05 — R 2 — Ri — 10 O, R 3 = 50 £2 dobrać tak wartość stałej siły 

elektromotorycznej E, aby mostek był w równowadze, tzn. aby I 5 = 0. 

Odp. 

E = 60 v 


(W skazówka: mostek jest w równowadze, jeśli: R s ti R 3 = R 2 Ri)- 

1.39. W układzie przedstawionym na rys. 1-73 znajdują się dwa opory nieli¬ 
niowe Wj i N 2 o charakterystykach wyznaczonych przez tabelkę: 


U [V] 

0 

1 

2 

3 

i 

4 

i 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Ni : h [mA] 

0 

60 

87 

108 

125 

137 

150 

160 

169 

177 

185 

N 2 : / 2 [mA] 

0 

10 

25 

45 

73 

107 

150 

198 

250 




Przy założonych wartościach: I 2 — 200 mA, TJ l — 6 V wyznaczyć wartości E i R, 

Odp. 


E = 13,1 V, 


Rys. 1-73. Układ z zad. 1.30 



R = 120 Q 



Rys. 1-74. Układ z zad. 1.31 


1.31. W układzie przedstawionym na rys. 1-74 wyznaczyć prąd I przy zadanych 
wartościach: E 1 = 150 V, E 2 = E 3 = 50 V, R x = 100 Q, R 2 = 25 Q, R 3 = 20 Q. Charakte¬ 
rystyka oporu nieliniowego jest symetryczna i jest określona przez tabelkę: 


U [V] 

0 

5 

10 

15 

20 

25 

30 

/ [A] 

0 

0,135 

1 

0,23 | 

1 

0,30 

0,34 

0,37 

0,39 


Odp. I = 0,23 A 

(W skazówka: skorzystać z zasady Thevenina). 

1.32. W układzie z rys. 1-74 dobrać tak wartość E 3 przy wartościach pozosta¬ 
łych parametrów jak w zad. 1.31, aby: I = —0,23 A. 

Odp. E 3 = 90 V. 

1.33. Wykazać, że jeśli charakterystyki wszystkich łączonych szeregowo lub rów¬ 
nolegle oporów są symetryczne, to charakterystyka łączna jest też symetryczna. 
Sprawdzić, że twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. 

1.34. Wykazać, że: 

a) połączenie szeregowe oporów nieuzależnionych lub uzależnionych prądowo 
jest oporem nieuzależnionym albo uzależnionym prądowo, 
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b) połączenie równoległe oporów nieuzależnionych lub uzależnionych napięcio¬ 
wo jest oporem nieuzależnionym albo uzależnionym napięciowo (rozszerzenie poda¬ 
nego w p. 1.2.1 sformułowania dla przypadku oporów nieuzależnionych). 

1.35. Wykazać, że połączenie szeregowe (równoległe) dwóch oporów, z których 
przynajmniej jeden jest uzależniony napięciowo (prądowo), jest albo oporem uzależ¬ 
nionym napięciowo (prądowo), albo w ogóle nie jest oporem w sensie definicji 
z p. l.U. 


1.2.4. OPOR NIELINIOWY POBUDZANY PRZEBIEGIEM SINUSOIDALNYM 


Rozważymy teraz kilka podstawowych zagadnień związanych z zacho¬ 
waniem się oporu nieliniowego w obwodach prądu zmiennego przy pobu¬ 
dzaniu przebiegiem sinusoidalnym. 

Załóżmy, że charakterystykę rozważanego oporu nieliniowego (rys. 
1-75) 

i = <p(u) (1-103) 



Rys. 1-75. Opór nieliniowy i jego charakterystyka 


można rozwinąć w przedziale: | u\ <C r w szereg Maclaurina 


oo 



i = <p(u) = £ a k u k 

k =ł 

(1-104) 

przy czym: 

¥><*>(0) 
k kl 

(1-105) 

Przyjmując, 

że na oporze nieliniowym jest zadane napięcie 



u(t ) = U m COS (Ot 

(1-106) 


przy czym U m <C r, znajdźmy wyrażenie analityczne dla prądu i. 
Podstawiając (1-106) do (1-104) otrzymujemy 

00 

i(t) = J^a fc U^eos fc cot (1-107) 

fc«=i 


*) Dalsze rozważania oraz wnioski z nich wynikające pozostałyby również słusz¬ 
ne, gdyby przyjąć: 


u(t) = U m cos(eot+vO 


5 Teoria obwodów t. II 



66 


1. OBWODY ELEKTRYCZNE NIELINIOWE 


Wyrazy tego szeregu zawierają kolejne potęgi funkcji cos cot. Można je 
przekształcić w kombinacje liniowe cosinusów funkcji wielokrotnych, np.: 


cos 3 cot = —ę- (cos 3cot+3 < 

cos 4 cot = ~-(cos4cot+4c 
o 

3 3cot+10 cos cot) 


Łcos 2cot+3) 


cos 5 cot = (cos 5 cot +5 cos I 

lo 


lub ogólnie dla dowolnego, naturalnego n: - 

cos 2n cot = a n o+« nl cos 2cot+ ... -fa nn cos 2 naot 
cos 2 "" 1 cot = fi nl cos cot +/? n2 cos 3cot cos (2 n —1) co£ 


(1-108) 


przy czym a, /? — współczynniki liczbowe. Uwzględniając wzory (1-108) 
możemy szereg (1-107) przekształcić w postać 


i(t) = I 0 + I k cos kcot 

k =1 


(1-109) 


która jest rozwinięciem w szereg Fouriera funkcji okresowej 

i(t) = cp(U m cos cot) 

przy czym współczynniki szeregu (1-109) można następująco wyrazić przez 
współczynniki szeregu (1-107) oraz współczynniki a i we wzorach (1-1Ó8): 


OO 

h k = 2a 2 ,Vy, k ( 1 - 110 ) 

l~k 

OO 

( 1 - 111 ) 

7 = jfc 

dla naturalnych k oraz 

oo 

v- (1-H2) 

i=i 

Z przeprowadzonego rozumowania wynika kilka wniosków o zasadni¬ 
czym znaczeniu: 

1. Z porównania (1-106) i (1-109) wynika, że przy zasilaniu oporu nie¬ 
liniowego napięciem sinusoidalnym prąd ma przebieg okresowy (odkształ¬ 
cony) o takim samym okresie co napięcie. Prąd ten może zawierać zarów¬ 
no składową stałą, składową o pulsacji co równej pulsacji napięcia (składo¬ 
wą podstawową) jak i dowolne składowe harmoniczne o pulsacjach kco 
(wyższe harmoniczne). Na oporze nieliniowym powstają zatem takie 
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składowe prądu, których nie zawierało napięcie (1-106). O składowych tych 
mówimy, że są produktem nieliniowości. 

2 . Powstawanie produktu nieliniowości jest cechą odróżniającą opory 
nieliniowe od oporów liniowych, dla których wyrażenie (1-109) redukuje 
się do postaci 

i(t ) = I t cos cot, I ± > 0 

3. Jeśli opór nieliniowy jest symetryczny, jego charakterystyka 
(1-103) jest funkcją nieparzystą 

f(-u) = -f(u) 

Jej rozwinięcie w szereg Maclaurina zawiera wówczas tylko nieparzyste 
potęgi 

i = a 1 u+a 3 u s +a 5 u 5 (1-113) 

a więc 

a 2ł = 0 (1-114) 

dla wszystkich naturalnych l. Uwzględniając (1-114) we wzorach (1-110) 
i (1-112) otrzymujemy 

hk = 0 (1-115) 

dla k = 0, 1, 2, ... 

Zachodzi również właściwość odwrotna: przyjęcie równości (1-115) 
dla każdego U m <C r prowadzi do wniosku (1-114). 

Oznacza to, że na oporze symetrycznym mogą powstać jedynie niepa¬ 
rzyste składowe harmoniczne prądu, nie może natomiast powstać ani skła¬ 
dowa stała, ani parzyste składowe harmoniczne. Pojawienie się w produk¬ 
cie nieliniowości składowej stałej lub parzystych składowych harmonicz¬ 
nych jest świadectwem niesymetrii charakterystyki elementu. 

4 . Powstawnie składowej stałej prądu przy sinusoidalnym napięciu 
(1-106) nosi nazwę prostowania. Zjawisko prostowania jest zatem charak¬ 
terystyczne dla oporów nieliniowych niesymetrycznych. 

5. Załóżmy, że w rozwinięciu (1-104) można szereg zastąpić sumą 
skończoną 

n 

i — <p(u) = a k u k (1-116) 

fc=i 

Równość (1-116) zachodzi wówczas, gdy charakterystyka elementu jest 
wielomianem stopnia n lub zachodzi w przybliżeniu, jeśli tę charakte¬ 
rystykę można aproksymować wielomianem Stopnia n. Przy napięciu 
(1-116) szereg (1-109) również redukuje się do sumy skończonej 

n 

i(t) — I 0 + t k cos kcot (1-117) 

k=l 


5* 
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Oznacza to, że w produkcie nieliniowości oporu nieliniowego o cha¬ 
rakterystyce wielomianowej stopnia n występują tylko składowe harmo¬ 
niczne do rzędu n włącznie. Możliwość aproksymacji danej charakterystyki 
(1-103) wielomianem stopnia n jest zatem zawsze związana z możliwością 
pominięcia w produkcie nieliniowości składowych harmonicznych rzędów 
wyższych niż n. 

6. Wnioski 1 do 5 sformułowaliśmy dla prądu i zakładając, że na¬ 
pięcie u jest sinusoidalne. Pozostaną one bez żadnych zmian słuszne w od¬ 
niesieniu do napięcia u przy założeniu, że prąd t jest sinusoidalny. 

Uwaga. Rozwinięcie (1-109) i wszystkie wnioski 1 do 6 z niego wy¬ 
nikające uzyskaliśmy przy założeniu, że charakterystykę (1-103) można 
rozwinąć w szereg Maclaurina. Założenie to nie jest spełnione np. wów¬ 
czas, gdy charakterystyka ma ostrze *> (np. charakterystyki prostowni¬ 
kowe przedstawione na rys. 1-38 i l-39a, b). Dla charakterystyk tego typu 
pozostaje jednak słuszna zależność (1-109), przy czym produkt nieliniowo¬ 
ści zawiera nieskończenie wiele składowych (por. zad. 1.3). 

1.2.5. OPÓR NIELINIOWY POBUDZANY SUMĄ PRZEBIEGÓW SINUSOIDALNYCH 

Rozważmy jeszcze raz opór nieliniowy (rys. 1-75) o charakterystyce 
(1-104) rozwijalnej w szereg Maclaurina przyjmując teraz, że napięcie na 
oporze 

u(t) — U ml cos co t t-\-U m2 cos co 2 t (1-118) 

przy czym U ml + U m2 <C r, gdzie r — promień zbieżności szeregu (1-104). 
Podstawiając (1-118) do (1-104) otrzymujemy 

oo 

i(t) = E a k (U ml cos oj t 1 4- TJ m2 cos oo 2 t) k (1-119) 

k =1 

Po przekształceniu wyrażenia w nawiasie według dwumianu Newtona mo¬ 
żemy napisać 

oo 

Ut) = E a k fcos k w ± t-\- {i)U k m ^U m2 cos^oijt cos co 2 t + 

fc=i 

+ COS*' 2 ®^ cos 2 c» 2 t+ ... +U‘ 2 cos t <o 2 t] = 

OO 00 

= JE a fc u mi cosfcco i £ + E a k u i 2 c°s k a> 2 t+ 

k=1 k—1 

oo k — 1 

+ Z a k U lij^u^cos^^tcos^t 

k=> 1 1=1 

Tj. taki punkt charakterystyki, w którym nie istnieje styczna, ale istnieją 
styczne: lewo- i prawostronna. 
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lub 


m = 2 cos k co 1 t + 2 a k u ii co ?‘°2 t + 

=1 k=l 

oo 

-f- Jj^ 1 A W) , cos^cojtcos^t (1-120) 


v = l 


przy 


ytv 




( 1 - 121 ) 


Pierwsza i druga suma w wyrażeniu (1-120) mają identyczną budowę, 
jak (1-107) i mogą być przy użyciu wzorów (1-108) przekształcone analo¬ 
gicznie, jak w p. 1.2.4. W trzecim składniku (1-120) po zastosowaniu wzo¬ 
rów (1-108) otrzymalibyśmy sumę (z odpowiednimi współczynnikami) 
składników typu: 

cos kco 1 1 cos lco 2 1 = - 77 - [cos (kco 1 -f- lco 2 )t -f- cos (ka> 1 — la> 2 )t] 

Z 


przy czym k, l = 0, 1, 2, ... Wyrażenie (1-120) można zatem doprowadzić 
ostatecznie do postaci 

00 * 

i(t) = I 00 -f- ha cos k(°i t -f- J ft , COS lco 2 t~\~ 
k =1 1=1 

OO 

-f- ^ hi [ cos (k(o 1 +l(o 2 )t+cos (kco ± —lw 2 )t] (1-122) 

fc,/=1 

przy czym hi — współczynniki zależne od ak, U ml , U m2 oraz współczynni¬ 
ków ai/i we wzorach (1-108). 

Widzimy zatem, że w rozważanym przypadku prąd i określony wzo¬ 
rem ( 1 - 122 ) zawiera: 

a) składową stałą, 

b) składowe sinusoidalne o pulsaejach Jccoj oraz lco 2 , tzn. składowe pod¬ 
stawowe i wyższe harmoniczne względem obu składników napięcia 
(1-118), 

c) składowe sinusoidalne o pulsaejach: fccoj + lco 2 (pulsacje sumacyj- 
ne) oraz |Tecoj — lco 2 \ (pulsacje różnicowe). 

Powstawanie składowych sinusoidalnych grupy c) bywa nazywane 
mieszaniem (przemianą) częstotliwości. 
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Łatwo zauważyć (szczegóły uzasadnienia pozostawiamy czytelnikowi), 
że w przypadku gdy charakterystyka oporu nieliniowego jest symetrycz¬ 
na, w wyrażeniu (1-122) stają się równe zeru wszystkie współczynniki Iki, 
dla których k + Z jest liczbą parzystą. W przypadku tym nie występuje za¬ 
tem ani składowa stała, ani parzyste harmoniczne względem coj oraz a> 2 . 

Podobnie, gdyby przyjąć, że charakterystyka oporu da się wyrazić 
wielomianem (1-116) stopnia n, wówczas w rozwinięciu (1-122) mielibyś¬ 
my: 1^ — 0 dla k + l>n. 

1.2.6. APROKSYMACJA CHARAKTERYSTYKI NIELINIOWEJ LINIĄ PROSTĄ 

Załóżmy, że charakterystykę (1-103) oporu nieliniowego możemy roz¬ 
winąć w szereg Taylora w pewnym otoczeniu punktu u = 17 0 (rys. 1-76) 

oo 

i = <p(u) = I 0 + a k {u—U 0 )* (1-123) 

fc=i 



Rys. 1-76. Charakterystyka oporu nieliniowego 


gdzie 



Gdyby ograniczyć się do dostatecznie małego otoczenia punktu u — U 0 , 
w rozwinięciu (1-123) można pominąć wszystkie wyrazy szeregu z wyjąt¬ 
kiem pierwszego i napisać w przybliżeniu 


i^Jo+a^u-Uo) 


(1-124) 


przy czym (rys. 1-76) 


ai = <p'(U 0 ) = 


di 


du 


Rd 


yn 


gdzie, zgodnie z (1-81), Rd yn jest wartością oporu dynamicznego w punkcie 
A charakterystyki. 
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Oznacza to, że w dostatecznie małym otoczeniu punktu A charakte¬ 
rystykę nieliniową możemy zastąpić w przybliżeniu prostą o równaniu 


i = I 0 + 


u~U 0 

Rdyn 


które możemy przekształcić w postać 


U — E + Rdynl (1-125) 

gdzie 


E = Uo-RdynIo (1-126) 

Widzimy więc, że zastąpienie charakterystyki nieliniowej linią prostą 
(1-125) jest równoznaczne z zastąpieniem oporu nieliniowego (rys. l-75a) 
połączeniem szeregowym (rys. 1-77) oporu liniowego Rd yn i źródła napię¬ 
ciowego o sile elektromotorycznej E, określonej przez wzór (1-126). 


Rdu 




Rys. 1-77. Przybliżony schemat zastęp¬ 
czy oporu nieliniowego dla dostatecz¬ 
nie małego otoczenia punktu A z rys, 
1-76 


4 



Rys. 1-78. Przybliżony schemat zastęp¬ 
czy oporu nieliniowego dla dostatecznie 
małych składowych zmiennych: i z — 

i" 2"o, Uz — ii Uq 


Taka aproksymacja jest celowa i użyteczna np. wówczas, gdy napię¬ 
cie u doprowadzone do oporu nieliniowego ma postać 

u(t) = U 0 -hU m cos (cot+ys) (1-127) 

przy dostatecznie małej amplitudzie U m lub, ogólniej, 

u — U 0 +u z (1-128) 

przy dostatecznie małej, ale nie zerowej składowej zmiennej u z . 

W praktyce często są również stosowane przybliżone schematy za¬ 
stępcze oporu nieliniowego, słuszne tylko dla składowych zmiennych. Przy 
założeniu (1-128), prąd i możemy również przedstawić w postaci 

i = I 0 +i z (1-129) 

gdzie: 

I 0 = <p(Uo) (1-130) 

a i z jest składową zmienną prądu i. Uwzględniając (1-128), (1-129) oraz 
(1-124) otrzymujemy 


u z 

Rdyn 


l 7 ^ 


(1-131) 
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Oznacza to, że dla dostatecznie małych składowych zmiennych i z , u z opór 
nieliniowy może być w przybliżeniu zastąpiony oporem liniowym (rys. 
1-78) o wartości Rd yn w punkcie A charakterystyki (rys. 1-76), wyznaczo¬ 
nym przez składowe stałe I 0 , U 0 spełniające związek (1-130). 

1.2.7. OPORY UJEMNE 

Omówiona w p. 1.2.6 możliwość zastępowania dla małych składowych 
zrbiennych oporu nieliniowego przez opór liniowy o wartości Rd yn prowa¬ 
dzi w konsekwencji do bardzo istotnego pojęcia oporu ujemnego, wynika¬ 
jącego z możliwości uzyskiwania wartości Rd yn J *< 0 na opadających frag¬ 
mentach charakterystyk. 

Rozważmy opór nieliniowy uzależniony prądowo (por. p. 1.1.1) o rów¬ 
naniu 

u=--f(i) (1-132) 

przyjmując, że funkcja f jest w pewnym przedziale funkcją malejącą (rys. 
1-79). O charakterystyce takiego oporu mówimy często, że jest to charak¬ 
terystyka typu S albo charakterystyka łukowa i). W otoczeniu dowolnego 



Rys. 1-79. Charakterystyka typu S opo¬ 
ru nieliniowego 



Rys. 1-80. Charakterystyka typu N 
oporu nieliniowego 


punktu A leżącego na opadającej części charakterystyki (rys. 1-79) może¬ 
my zastąpić rozważany opór nieliniowy układem z rys. 1-77 lub — tylko 
dla składowych zmiennych — układem z rys. 1-78, przy czym występujące 
w tych układach zastępczych opory mają wartości ujemne. Trzeba przy 
tym pamiętać, iż taka aproksymacja przy Rd yn < 0 ma sens tylko dla ta¬ 
kiego otoczenia punktu A, które nie wykracza poza opadający zakres cha- 


*> Zależność tego typu występuje m.in. w zjawisku łuku elektrycznego. Cha¬ 
rakterystyki typu S mają również neonówki oraz niektóre typy tranzystorów [1.4, 
1.5, 1.10]. 
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rakterystyki nieliniowej (punkty JB i C na rys. 1-79). Często się przy tym 
zdarza, iż cały zakres opadania między punktami B i C można aproksy- 
mowae jedną prostą o odpowiednio dobranym położeniu (zazwyczaj stycz¬ 
na w punkcie przegięcia A — rys. 1-79). 

Analogicznie wygląda sprawa w przypadku oporu nieliniowego uza¬ 
leżnionego napięciowego 

i = cp{u) (1-133) 

przy założeniu, że funkcja <p jest malejąca w pewnym przedziale (rys. 
1-80). O charakterystykach takich oporów nieliniowych mówimy często, 
że są to charakterystyki typu N lub charakterystyki dynatronowe 1 >. Rów- 



Rys. 1-81. Opór ujemny i jego charakterystyka 


nież w tym przypadku jest możliwe dla dostatecznie małego otoczenia 
punktu A (nie wykraczającego poza punkty B i C, rys. 1-80) przyjęcie po¬ 
przednich schematów zastępczych, w których Rd yn < 0. 

Rozważania te prowadzą do wniosku, iż w niektórych przypadkach 
i przy określonych ograniczeniach przy użyciu odpowiednich oporów nie¬ 
liniowych jest możliwe uzyskanie w przybliżeniu oporu ujemnego. Taki 
opór ujemny idealny (rys. l-81a) jest dwójnikowym elementem rezystan- 
cyjnym o równaniu 

u — —Ri (1-134) 

gdzie R > 0. Jest to zatem element liniowy aktywny (por. p. 1.1.3) o cha¬ 
rakterystyce przedstawionej na rys. l-81b. 

Znaczenie i zastosowania oporu ujemnego są bardzo liczne i różnorod¬ 
ne i dotyczą rozmaitych zagadnień techniki układów elektronicznych (np. 
generatory, wzmacniacze, odtłumiki) oraz ich teorii (sprzężenie zwrotne* 
stabilność, teoria generacji, synteza liniowych układów aktywnych i in.). 


i) Takie charakterystyki mają m. in. lampy wieloelektrodowe (np. tetrody) 
z efektem dynatoronowym [1.4, 1.5] oraz diody tunelowe [1.10]. 

Jest również możliwe uzyskiwanie charakterystyk typu S oraz typu N w spe¬ 
cjalnie do tego celu przeznaczonych układach elektronicznych, głównie tranzysto¬ 
rowych (m. in. w układach ze sprzężeniem zwrotnym). 
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Niektóre z poruszonych tu zagadnień teoretycznych omówione będą w to¬ 
mie 3. 

W wielu zagadnieniach posługiwanie się oporem ujemnym ~R jako 
elementem układu elektrycznego nie nastręcza trudności matematycznych 
czy rachunkowych ze względu na prostotę równania (1-134) i jego formal¬ 
ną identyczność z równaniem „zwykłego” oporu przy dopuszczeniu zakre¬ 
su ujemnych wartości. Wymaga ono jednak zawsze stałej kontroli i wery¬ 
fikacji sensowności fizycznej otrzymywanych rezultatów, co wiąże się 
z dużym stopniem idealizacji oraz znacznymi i istotnymi ograniczeniami, 
jakie tkwią w pojęciu idealnego, liniowego oporu hjemnego. Nie wyczer¬ 
pując tego rozległego i ważnego tematu chcemy jednak zwrócić uwagę na 
kilka zagadnień, które przede wszystkich należy mieć na uwadze przy po¬ 
sługiwaniu się pojęciem oporu ujemnego. 

1. Istnieje różnica fizyczna między oporem dodatnim a oporem ujem¬ 
nym. Element + R reprezentuje w teorii obwodów zjawisko strat energii 
elektrycznej układu rozumiane jako nieodwracalny proces przemiany 
w inny rodzaj energii. Typowym przykładem tak rozumianych strat jest 
przemiana energii elektrycznej w ciepło Joule’a, występująca we wszyst¬ 
kich układach przewodników z prądem i będąca jednym z podstawowych 
zjawisk fizycznych elektrotechniki. Opór ujemny — R jest formalnym 
modelem procesu w pewnym sensie odwrotnego do zjawiska strat — pro¬ 
cesu doprowadzania do układu energii zewnętrznej, która np. może stra¬ 
ty te kompensować. Właściwość ta jest cechą niektórych przyrządów 
i urządzeń elektronowych (lampa elektronowa, tranzystor, dioda tunelo¬ 
wa, układ ze sprzężeniem zwrotnym itp.), w których, w wyniku zacho¬ 
dzenia rozmaitych zjawisk fizycznych (różnych, na ogół, w różnych przy¬ 
rządach), uzyskuje się zewnętrzny efekt wyrażony w przybliżeniu przez 
równanie (1-134). 

2 . Efekt oporu ujemnego, uzyskiwany przez wykorzystanie opadają¬ 
cych części charakterystyk typu S lub N, występuje bezpośrednio tylko 
dla składowych zmiennych (przyrostów) napięcia i prądu — por. równanie 
(1-131). Rzeczywiste realizacje oporu ujemnego o równaniu (1-134) wy¬ 
magają więc użycia odpowiednich źródeł napięcia (lub prądu) stałego, usta¬ 
lających odpowiednio początkowy punkt pracy A na charakterystyce nie¬ 
liniowej . 

3. Opór ujemny idealny — R jest elementem liniowym o teoretycznie 
nieograniczonej, prostoliniowej charakterystyce (rys. l-81b), a więc jest 
elementem nieuzależnionym. We wszystkich układach rzeczywistych reali¬ 
zujących opór ujemny otrzymuje się jednak charakterystykę nieliniową 
w układzie u, i, której jedynie pewien fragment lub fragmenty mają ujem¬ 
ne nachylenie (charakterystyki typu S i N, rys. 1-79 i 1-80). Przy wyjściu 
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poza zakres opadania charakterystyki efekt oporu ujemnego zanika i ele¬ 
ment rzeczywisty zachowuj e się zupełnie inaczej, niż wynikałoby to z rów¬ 
nania (1-134) i charakterystyki z rys. l-81b. Powoduje to konieczność nie¬ 
ustannego pamiętania o tym, że element —R z rys. l-81a może poprawnie 
opisywać rzeczywistość jedynie w zakresie dostatecznie małych wartości 
napięć i prądów. Przy większych wartościach u, i trzeba oczekiwać efek¬ 
tów nieliniowych związanych z zakrzywieniem się charakterystyki ele¬ 
mentu rzeczywistego (rys. 1-82). To zakrzywienie jest przy tym zawsze ta¬ 
kie, że poza zakresem oporu ujemnego charakterystyka powraca do pierw¬ 
szej i trzeciej ćwiartki układu współrzędnych. Na rys. 1-82 pokazano dwa 
typowe przypadki odpowiadające oporowi ujemnemu uzyskanemu z cha- 



Rys. 1-82. Rzeczywiste zachowanie się oporu ujemnego dla dużych napięć i prądów 

rakterystyki typu S (linia ciągła) i z charakterystyki typu N (linia przery¬ 
wana). W wielu zagadnieniach i z wielu powodów jest zatem konieczne od¬ 
różnianie tych dwóch rodzajów oporów ujemnych, zwanych oporami ujem¬ 
nymi typu S i oporami ujemnymi typu N. 

4. Przy uwzględnieniu zakrzywień opór ujemny przestaje być elemen¬ 
tem nieuzależnionym: opór ujemny typu S jest uzależniony prądowo, typu 
N — uzależniony napięciowo. Ma to dalsze, istotne konsekwencje: opór 
ujemny typu S powinien być pobudzany prądowo, podczas gdy opór 
ujemny typu N wymaga pobudzania napięciowego. Różnica ta, w wielu 
zagadnieniach bardzo ważna, zupełnie zaciera się, jeśli operujemy tylko 
częścią liniową charakterystyki, tj. oporem ujemnym idealnym o równa¬ 
niu (1-134). 

5. Na zakończenie rozważymy jeszcze sprawę konsekwencji narusze¬ 
nia wymienionych w p. 4 warunków pobudzania oporów ujemnych obu 
typów. 
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Załóżmy np. że rozważamy opór nieliniowy o charakterystyce typu S 
(rys. 1-79). JSTapięcie u jest wówczas jednoznaczną funkcją prądu i — rów¬ 
ność (1-132) — i przy pobudzaniu prądem zmiennym o wartościach leżą¬ 
cych w otoczeniu wartości i — I 0 uzyskujemy efekt oporu ujemnego: na 
ujemnej części CB charakterystyki dodatnim (ujemnym) przyrostem prą¬ 
du odpowiadają ujemne (dodatnie) przyrosty napięcia. 

Inaczej jednak sprawa wygląda, jeśli ten sam opór nieliniowy będzie¬ 
my pobudzać napięciowo, doprowadzając do niego określone napięcie u: 
prąd i nie wszędzie jest jednoznacznie określony (wartości U 0 odpowiadają 
np. trzy wartości prądu). Ta formalna różnica powoduje istotne różnice 
w zachowaniu się elementu. 

Rozważmy sprawę nieco dokładniej. Przyjmijmy np. że napięcie u 
wzrasta od wartości u — 0 (lub od wartości ujemnych). Punkt pracy poru¬ 
sza się wówczas po części OC charakterystyki osiągając np. w pewnej 
chwili położenie C. Jeśli od wartości u c napięcie zaczęłoby maleć, punkt 
pracy poruszałby się z powrotem po tej samej części charakterystyki. Jeśli 
j ednak napięcie wzrastałoby nadal, dla wartości uc> = uc> nastąpiłby na¬ 
tychmiastowy skok wartości prądu od i c do i c i punkt poruszałby się już 
po części BC' charakterystyki, powyżej punktu C". Jeśli teraz napięcie 
zaczęłoby maleć, punkt poruszałby się po BC ' aż do punktu B, gdzie na¬ 
stąpiłoby skokowe zmalenie prądu od ig do %b' i dalszy ruch już po czę¬ 
ści OC. 

Widzimy więc, że przy takich warunkach pobudzania oporu nielinio¬ 
wego o charakterystyce typu S punkt pracy nigdy nie może znaleźć się 
na opadającej części CB charakterystyki, nie może zatem ujawnić się efekt 
oporu ujemnego. W warunkach tych ujawnia się natomiast zupełnie inny 

ku 


P P 



0 

Rys. 1-83. Impulsowy przebieg napięcia 


efekt, tzw. efekt przekaźnikowy. Polega on na tym, że taki opór nielinio¬ 
wy może pracować jako element przełączający. Przełączanie polega tu na 
przechodzeniu z części OC charakterystyki na BC' i odwrotnie. Jeśli np. 
napięcie u zmieniałoby się impulsowo (z odpowiednio dużą amplitudą im¬ 
pulsów) wokół stałej wartości U Q (rys. 1-83), to przyjmując, że w chwili t = 
= 0 punkt pracy znajdował się na części OC przełączanie następowałoby 
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pod wpływem tylko niektórych impulsów oznaczonych literą P. Elementy 
tego typu wykazują cechę pewnego rodzaju pamięci (tzw. pamięci sekwen¬ 
cyjnej), ich reakcja na dany impuls dodatni czy ujemny zależy bowiem od 
tego, jaki był impuls poprzedzający 1} . 

ZADANIA 

1.36. Wykazać, że jeśli charakterystyka oporu nieliniowego jest w przedziale 
( —oo, +oo) wielomianem 

n 

y = £ a k xk > a n=£° 

k = l 

gdzie: x = u, y — i lub: x = i, y = u, to: 

a) n jest liczbą nieparzystą i a n > 0 

b) di > 0 lub: a A = a 2 = 0 i a 3 > 0 lub: n x = a 2 — a 3 = a 4 = 0 i d 5 > 0 itd., tzn. 
wyraz najniższego stopnia jest wyrazem nieparzystym o współczynniku dodatnim. 

1.37. Wykazać, że wielomian 

m 

y = Z a 2 ?-i x * 11 

/== i 

o współczynnikach: a 2m _ 1 > 0, a 2l _^ 0, 1= 1,2,..., m —1 określa w przedziale (—oo, 
+ oo) charakterystykę oporu nieliniowego nieuzależnionego. 

1.38. Podać warunki konieczne i dostateczne do tego, aby wielomian (a^^O): 

y = a 1 x+a 2 x‘+a i x 3 

określał w przedziale (—oo, + oo); a) charakterystykę oporu nieliniowego, b) charak¬ 
terystykę oporu nieliniowego nieuzależnionego. 

Odp. 

a) a\ < 4a 1 a 3 , b) a\ ^ 3a t a s 

1.39. Podać warunki konieczne i dostateczne do tego, aby wielomian (a t a 5 7^0): 

y = a!a;+a s a: s +a 6 a: 5 

określał w przedziale (— oo, + oo): a) charakterystykę oporu nieliniowego, b) charak¬ 
terystykę oporu nieliniowego nieuzależnionego. 

Odp. 

a) di >0, d 5 > 0, u 3 > —2 j/dids 

b) di > 0, d 5 > 0, a 3 ^-— ]/5a t d 5 

3 

1.40. Opór nieliniowy o charakterystyce 

i = a 1 u+a 2 u s +a 3 u s 


*) Elementy tego typu znajdują liczne zastosowania w układach przełączających 
i układach logicznych, mających zasadnicze znaczenie w teorii automatów i maszyn 
cyfrowych. 
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jest zasilany napięciem 

u (t) = U m cos (cot+ xp) 

Obliczyć składową stałą I 0 oraz wartości skuteczne I s ki, hk 2 , hk 3 poszczególnych 
harmonicznych. 

Odp. 


h g a 2 ■■ 


^ski 


U r , 


^sk 2 


7 2 

*21 U m 


a„) U: 


]/2 


a t + 


a„Uz 


U m 


2]/.2 ’ sk3 4 ]/2 

1.41. Sprawdzić, że w przykładzie z zad. 1.40 przy założeniu: a x 
chodzi nierówność 


0, a 3 >■ 0 za-. 



(por. zad. 1.1). . 

1.42. Obliczyć moc czynną P wydzielaną w oporze nieliniowym w zad. 1.2 przy 
a = 1 mA/V 3 , U 0 = 10 V, = 5j/Tv. 

Odp. P = 25,9 W. 

1.43. Charakterystyka oporu nieliniowego ma postać 


u = a 1 i+a 3 i 3 +.a 5 i 5 

gdzie: a x = 10 fil, a- — 5 Q/A 3 , a, = 1 fi/A 4 . Przy zadanym prądzie 

i(t) = I m cos cot 

gdzie: Im == V / 2 A, obliczyć: 

a) moc czynną P wydzielaną w oporze; 

b) wartość skuteczną napięcia U s k ; 

c) współczynnik zawartości harmonicznych 


U sk 

gdzie: U s k w jest wartością skuteczną produktu nieliniowości (tj. wszystkich har-* 
monicznych z wyjątkiem podstawowej). 

Odp. 

P = 20 W, U sk = 20,35 V, h = 18,5% 

1.44. Opór nieliniowy o charakterystyce 

i = bu 1 u j 

jest zasilany napięciem: u(t) = U m sin cot. Obliczyć prąd i{t), jego wartość skuteczną 
I sk oraz moc czynną P wydzielaną w oporze. 

Odp. 


ś(t) = 


jbU^sin 2 cot dla 2k cot ^ (2/c + 1) jt 

I-bU 2 sin 2 cot dla (27c + l) jt < cot < 2 (k + 1) jt 


gdzie Tc — dowolna liczba całkowita, lub 


i(t) = — 


4 bUl 


I 

k =1 


sin (2?c— 1) cot 


(2fc-3) (2k-l)(2fc + l) 
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oraz: 



1.45. Sprawdzić, że przy napięciu 

u (t) = U m cos (cot+yS) 
element rezystancyjny o charakterystyce 

i = a 2 u 2 

nie pobiera mocy czynnej: P = 0 (wyjaśnić!). 

1.46. Do oporu nieliniowego o charakterystyce przedstawionej na rys. 1-62 jest 
doprowadzone napięcie 

U = Uę-ł-Uz 

gdzie: | u z | ^ 1 V oraz: a) U 0 = 3,5 V, b) U 0 = 7 V. 

Podać wartości parametrów zastępczego dwójnika z rys. 1-77 dla przypadku a) i b). 

Odp. 

a) E — 25 V, Rdyn ^17 k£2 

b) E = 5 V, R-dyn = 364 Q 



Rys. 1-84. Układ mostkowy prostownika dwupołówkowego 


1.47. W układzie mostkowym prostowania dwupołówkowego zbudowanym z pro¬ 
stowników idealnych (rys. 1-84) jest dane napięcie 

u 0 (i) = U m sin cot 

Wyznaczyć prąd i(t), jego wartość skuteczną I s k oraz moc czynną P wydzielaną 
w oporze R. 

Odp. 

i (t) = —jjr— I sin cot | 

lub: 


00 

2U m 4 U m ^ cos 2/ccot 

kR nRT 2 j (2fc-l) (2/c + l) 

fc=i 


*s/c “ 


1/, 


l/2 R 


P = 


u: 


2R 


1.48. Wykazać, że układ z rys. 1-84 uważany za dwójnik jest równoważny opo¬ 
rowi R (rys. 1-85). 
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1.49. W przekątną mostka z rys. l-86a jest włączony opór nieliniowy o charak¬ 
terystyce 

u = f (i) 

Wykazać, że dwójnik z rys. l-86a jest równoważny oporowi nieliniowemu (rys. l-86b) 
o charakterystyce symetrycznej 


m 0 = 


7 (io) 

- —7 (— 


dla ź„>0 
dla i„ < 0 



Rys. 1-85. Dwójniki równoważne 



Rys. 1-86. Dwójnik mostkowy oraz 
dwójnik równoważny 


1.50. Wykazać, że dla dowolnego oporu nieliniowego (rys. 1-75) o charaktery¬ 
styce 

i = cp (u) 

zasilanego napięciem sinusoidalnym 

u (t) = U m cos (cot+ip) 

moc bierna Q jest równa zeru (Q = 0), a zatem 


S 2 = p2 + T 2 

gdzie: S = Usk^sk — m °c pozorna, P — moc czynna, T — moc odkształcenia (por. tom 

1 ). 

(W skazówka: oprzeć się na rozumowaniu p. 1.2.4). 

1.51. Obliczyć moc odkształcenia dla oporu nieliniowego z zad. 1.44. 

Odp. 

T = j? MEK . bU > 

12n m 

1.52. Wyznaczyć charakterystyki elementów rezystancyjnych z rys. 1-87. 



Rys. 1-87. Elementy rezystancyjne z zad. 1.52 
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1.53. Wykazać, że charakterystykę w postaci linii łamanej z rys. 1-88 można 
zrealizować w układzie z rys. 1-89, przy czym 


. l 2 —l x 
G,+G„ — G = 

G,+0,+G.-0"=- ^^_ 

G 3 +G 2 +G 1 +G 0 = G"' 

gdzie G, G', G", G'" — współczynniki kierunkowe poszczególnych odcinków łamanej» 
z rys. 1-88 oraz G 0 = 1/R„, G x — 1 jR x , G 2 = 1/R 2 , G 3 = l/i? 3 (rys. 1-89). 



Rys. 1-88. Charakterystyka o postaci li¬ 
nii łamanej 


Ho 



Rys. 1-89. Układ realizujący charakte¬ 
rystykę z rys. 1-88 


1.54. Sprawdzić, że w układzie z rys. 
gj > E i e 2 > E (realizacja koniunkcji). 



Rys. 1-90. Realizacja koniunkcji 


1-90 u > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 



Rys. 1-91. Realizacja alternatywy 


1.55. Sprawdzić, że w układzie z rys. 1-91 w > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy: 
e x > E lub e 2 > E (realizacja alternatywy). 
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W rozdziale tym zajmiemy się niektórymi zagadnieniami związanymi 
z obwodami magnetycznymi. Mimo pewnych odrębności wynikających ze 
specyfiki zjawisk magnetycznych zagadnienia te ściśle wiążą się z proble¬ 
matyką obwodów elektrycznych. Wynika to stąd, iż niektóre elementy 
obwodów elektrycznych, np. cewki i transformatory z rdzeniami ferromag¬ 
netycznymi, mają właściwości określone przez parametry odpowiednich 
obwodów magnetycznych. Mówimy często, że są to elementy elektryczne 
zawierające obwody magnetyczne. Przy opisie i badaniu takich elemen¬ 
tów na ogół nie wystarcza ograniczanie się tylko do relacji zewnętrznych 
i konieczne staje się „wejście do środka” elementu m. in. przez analizę jego 
obwodu magnetycznego. 

Zagadnienia obwodów magnetycznych stanowią jednocześnie pewien 
fragment nauki o polach magnetycznych, wiążą się zatem ściśle z fizyką 
i fizycznymi podstawami elektrotechniki. W dalszym tekście będziemy za¬ 
kładać znajomość przez Czytelnika pojęć podstawowych, zjawisk i praw fi¬ 
zycznych w zakresie magnetostatyki, a także zmiennych (ąuasi-stacjonar- 
nych) pól elektromagnetycznych (por. tom 1 oraz p. 3.1.1). 


2.1. OBWODY MAGNETYCZNE STRUMIENIA STAŁEGO 
2.1.1. ZALEŻNOŚCI PODSTAWOWE 

Wiadomo z fizyki, że ruchowi ładunków elektrycznych, np. w postaci 
przepływu prądu w przewodniku, towarzyszy pole magnetyczne, które 
może być scharakteryzowane przez dwa wektory: indukcję magnetyczną 
B i natężenie pola magnetycznego H. W ogólnym przypadku wielkości B 
i H są funkcjami punktu w przestrzeni i czasu t. Jeśli wektory B i H nie 
zależą od czasu, mówimy wówczas o polu magnetostatycznym. Takie pole 
występuje np. w otoczeniu przewodnika z prądem stałym. 

Pole magnetostatyczne jest określone przez równania Maxwella: 

rot// —j (2-1) 

divfi = 0 (2-2) 

B = yH (2-3) 


6* 
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przy czym j jest niezależnym od czasu wektorem gęstości pvądu. 

P = j«r /“o (2-4) 

jest przenikalnością magnetyczną ośrodka (ju r — względna przenikalność 
magnetyczna ośrodka), a 

ju 0 — Ąk- 10 -7 H/m = 1,257 pH/m (2-5) 

jest przenikalnością magnetyczną próżni (lub powietrza). Równania te po¬ 
zostają słuszne również dla zmiennego, quasi-stacjonarnego pola magne¬ 
tycznego z tym, że równość (2-3) zachodzi, ogólnie biorąc, dla izotropo¬ 
wych ośrodków nieferromagnetycznych. W przypadku pola ąuasi-stacjo- 
narnego wektory B,H , zależą również od czasu t. 

Przypomnijmy w skrócie interpretację fizyczną równań (2-1) do (2-3) 
oraz wnioski z nich wynikające. 

Z równania (2-2) wynika, że pole indukcji magnetycznej B jest po¬ 
lem bezźródłowym. Oznacza to, że linie wektora B, pokrywające się wobec 
równości (2-3) z liniami wektora H nie mają początków; są to zatem albo 
linie zamknięte, albo linie uchodzące do nieskończoności. 




Rys. 2-1. Wektor indukcji magnetycznej Rys. 2-2. Powierzchnia zamknięta ogra¬ 
li na powierzchni S niczająca obszar V 

Strumień magnetyczny 0 przez powierzchnię regularną S (rys. 2-1) 
jest określony jako całka powierzchniowa 

<P=ffB„da (2-6) 

s 

gdzie B n — współrzędna normalna wektora B na powierzchni S. Jeśli po¬ 
wierzchnia S jest powierzchnią zamkniętą (rys. 2-2), to zgodnie z twier¬ 
dzeniem Greena i równaniem (2-2) 

0 = f j B n do — j j j div B du = 0 (2-7) 

‘s . v 

gdzie V — obszar przestrzenny ograniczony powierzchnią S (zwrot nor- 
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malnych n — na zewnątrz obszaru). Dzieląc powierzchnię S na części S t 
i S 2 , przy czym: S = S x + S 2 , otrzymujemy 

JjB n da+JjB n do = Q 

Si S2 

lub zmieniając w jednej z tych całek zwrot normalnych na przeciwny 

JfB„da = ffB n da (2-8) 

Si S 2 

Równość (2-8) świadczy o tym, że strumień magnetyczny wchodzący 
do danego obszaru V jest taki sam jak strumień wychodzący (cecha bez- 
źródłowości pola B ). 

Równanie (2-1) jest różniczkową postacią tzw. prawa przepływu 
(prawa Ampere’a) mającego zasadnicze znaczenie dla tematyki obwodów 
magnetycznych. 



Rys. 2-3. Linie całkowania we wzorach (2-9) i (2-10) 

Napięcie magnetyczne U M wzdłuż linii skierowanej K łączącej punk¬ 
ty A i B (rys. 2-3a) jest określone jako całka liniowa 

U M = f H s dl (2-9) 

K 

gdzie H s — współrzędna styczna wektora H wzdłuż linii K (zwrot stycz¬ 
nej sjest zgodny ze skierowaniem linii). Jeśli linia jest zamknięta (oznacz¬ 
my ją w tym przypadku przez L, rys. 2-3b), to otrzymujemy 

e M = fH s dl (2-10) 

L 

gdzie e M jest siłą magnetomotoryczną działającą wzdłuż linii zamknię¬ 
tej L. 

Rozważmy teraz konsekwencje równości (2-1) w kilku typowych przy¬ 
padkach. 

1. Załóżmy, że linia zamknięta L leży w obszarze jednospójnym V, 
w którym nie ma przewodników z prądem, tzn. w którym 

7 = 0 
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Wówczas, zgodnie z (2-1), mamy również 

rot H =0 (2-11) 

i na podstawie twierdzenia Stokesa 

e M = /H s dZ = 0 (2-12) 

L 

Oznacza to, że w każdym obszarze jednospójnym V nie zawierającym 
przewodników z prądem pole H jest polem potencjalnym; siła magneto - 
motoryczna e M wzdłuż dowolnej linii zamkniętej L leżącej w obszarze V 
jest równa zeru, a napięcie magnetyczne U M między dowolnymi punkta¬ 
mi A, B eV nie zależy od luku łączącego A oraz B (rys. 2-4) 

B 

U M = jn s dl= f H s dl = Jh s dl (2-13) 

Ki K2 A 

2. Przyjmijmy teraz, że linia całkowania L we wzorze (2-10) obejmu¬ 
je przewodnik z prądem (rys. 2-5). Zgodnie z twierdzeniem Stokesa oraz 
równaniem (2-1) otrzymujemy wówczas 

e M = fH s dl = ff rot n Hdo= f fj n da 
L S S 

gdzie S — powierzchnia, której brzegiem jest linia L (zwrot linii L i zwrot 
normalnych na powierzchni S tworzą skrętność prawą). Pole gęstości prą¬ 



du j jest niezerowe w obszarze P przewodnika i jest równe zeru (j — 0) 
poza tym obszarem. Mamy więc 

ffjn da = ffi„ da =I 

S S 0 

gdzie: S 0 — część powierzchni S leżąca w obszarze przewodnika. P 
(rys. 2-5), I natężenie prądu płynącego przez powierzchnię S 0 . 
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Z połączenia tych zależności otrzymujemy 

e M = /iT s d 1 = 1 (2-14) 

L 

Oznacza to, że w rozważanym przypadku siła magnetomotoryczna wzdłuż 
dowolnej linii zamkniętej obejmującej przewodnik z prądem jest równa 
natężeniu prądu płynącego przez przewodnik. 

3, Zależność (2-14) można bez trudu uogólnić na przypadek obejmo¬ 
wania większej liczby przewodników z prądem. Na przykład w sytuacji 
przedstawionej na rys. 2-6 (linia L leży w płaszczyźnie rysunku, krzyżyk 



Rys. 2-6. Linia L obejmująca kilka przewodników z prądem 

oznacza zwrot prądu o d patrzącego, kropka — zwrot prądu do pa¬ 
trzącego) analogiczne rozumowanie prowadzi do wniosku, że 

= /H s dl = 

L 

Ogólnie, jeśli linia zamknięta L obejmuje n przewodników z prąda¬ 
mi Ii, I 2 ,. . •, In, otrzymujemy 

n 

e„ = §H,Sl=Jj(±l)I k (2-15) 

L fc=l 

Prądy I*, wchodzą do sumy (2-15) ze znakami plus lub minus w zależności 
od tego, czy ich zwroty tworzą ze zwrotem linii L skrętność prawą czy 
lewą. 

W przypadku cewki o z zwojach i linii L usytuowanej jak na 
rys. 2-7a,b otrzymujemy 


e m — J H s dZ = Iz (2-16) 

L 

gdzie I jest prądem płynącym przez cewkę. 

Zależności (2-12), (2-14), (2-15) i (2-16) można traktować jako szcze¬ 
gólne przypadki prawa przepływu lub prawa Ampere’a 

e M = / H s d l = & 

L 


(2-17) 
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orzekającego, że siło, magnetomotoryczna e^i wzdłuż dowolnej linii za¬ 
mkniętej jest równa przepływowi © obejmowanemu przez tę linię. 




Rys. 2-7. Linia L obejmująca wszystkie zwoje cewki 


Przepływ © jest tu rozumiany jako algebraiczna suma prądów w prze¬ 
wodnikach obejmowanych przez linię L z uwzględnieniem ich zwrotów 
(znak plus przy skrętności prawej, znak minus przy skrętności lewej). 

2.1.2. POJĘCIE OBWODU MAGNETYCZNEGO 

Pojęcie obwodu magnetycznego jest pewnym analogiem pojęcia ob¬ 
wodu elektrycznego. Analogia ta nie jest jednak zupełna i obok wielu po¬ 
dobieństw fizycznych i formalnych występują również istotne różnice. 

Obwód elektryczny jest utworzony przez układ połączonych ze sobą 
przewodników oraz elementów przewodzących prąd elektryczny. Traktu¬ 
jąc sprawę geometrycznie, obwód elektryczny jest taką częścią przestrze¬ 
ni, w której / ^ 0, tzn. pole gęstości prądu jest niezerowe, przy czym 
natężenie prądu I w danym przekroju przewodnika jest równe 

I== II L d0 

S 

gdzie S — powierzchnia przekroju. Aby w obwodzie elektrycznym mógł 
popłynąć prąd (j^= 0), musi to być obwód zamknięty, tj. taki, w którym 
jest możliwe powstanie zamkniętych linii wektora/. Poza obwodem elek¬ 
trycznym mamy oczywiście:/ = 0. 

Rozumując przez analogię, obwód magnetyczny jest taką częścią prze¬ 
strzeni, w której B =£ 0, tzn. pole indukcji magnetycznej jest niezerowe 
oraz jest możliwe powstanie zamkniętych linii wektora B. Odpowiedni¬ 
kiem prądu I jest tu strumień magnetyczny ^ w danym przekroju ob¬ 
wodu magnetycznego 

<p = JJb„ do 

S 
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gdzie S — powierzchnia przekroju. Aby jednak w ogóle można było mó¬ 
wić o obwodzie magnetycznym, poza takim obwodem powinno być: B= 0. 

W obwodach elektrycznych, wskutek istnienia materiałów i ośrod¬ 
ków o bardzo dobrych właściwościach izolacyjnych, podział na przewod¬ 
niki tworzące obwód (j ^ 0) i ośrodek izolujący (j— 0) jest jednoznaczny 
i bardzo wyraźny. W polu indukcji magnetycznej B jest znacznie trud¬ 
niej osiągnąć taki ostry podział na „przewodniki” i „izolatory magnetycz¬ 
ne”, Praktycznie podział taki jest z reguły możliwy tylko wówczas, gdy 
obwód magnetyczny jest utworzony z materiałów zapewniających dosta¬ 
tecznie dużą koncentrację pola B, a więc z ferromagnetyków. Z tego 
względu w praktyce przez pojęcie obwodu magnetycznego rozumie się 
zwykle rdzeń lub układ rdzeni ferromagnetycznych, w których jest moż¬ 
liwe powstanie linii zamkniętych pola magnetycznego. Powoduje to, że 
w zakresie obwodów magnetycznych niemal zawsze mamy do czynienia 
z obwodami nieliniowymi. Z tego względu, a także z uwagi na trudności 
w wyznaczeniu dokładnego rozkładu pola B w obszarach przestrzennych, 
jakimi są rdzenie, obliczanie obwodów magnetycznych ma zwykle cha¬ 
rakter przybliżony. 

Obwody magnetyczne możemy podzielić na: obwody magnetyczne 
strumienia stałego (pole magnetyczne stacjonarne, H, B, # nie zależą od 
czasu) i obwody magnetyczne strumienia zmiennego (pole magnetyczne 
quasi-stacjonarne, B, H, # są funkcjami czasu). Podział ten jest analo¬ 
giczny do podziału obwodów elektrycznych na obwody prądu stałego 
i zmiennego. 

Obwody magnetyczne można dzielić również na obwody nierozgałę- 
zione, o jednakowym strumieniu # w dowolnym przekroju obwodu, oraz 
rozgałęzione , o różnych strumieniach w poszczególnych częściach obwo¬ 
du. Występuje tu pełna analogia do podziału obwodów elektrycznych na 
jednooczkowe (nierozgałęzione) i wielooczkowe (rozgałęzione). 

2.1.3, PRAWA OBWODOW MAGNETYCZNYCH 

Dla obwodów magnetycznych można sformułować odpowiedniki pod¬ 
stawowych praw obwodów elektrycznych: prawa Ohma oraz pierwszego 
i drugiego prawa Kirchhoffa. 

Rozważmy sprawę na prostych przykładach. Załóżmy np., że na fer¬ 
romagnetycznym rdzeniu toroidalnym (rys. 2-8) jest nawinięte uzwoje¬ 
nie o z zwojach, przez które przepływa stały prąd I. 

Przyjmijmy, że w każdym przekroju rdzenia prostopadłym do pew¬ 
nej linii L (w tym przypadku — osi toroidu) wektory B i H są prosto- 
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padłe do płaszczyzny przekroju i jednakowe we wszystkich punktach 
przekroju S. Wektor H jest zatem styczny do linii L, przy czym przyj¬ 
mujemy (w tym przypadku z uwagi na symetrię rdzenia), że jest on jed- 



Rys. 2-8. Toroidalny obwód magnetyczny 

nakowy we wszystkich jej punktach 1) . Stosując prawo przepływu (2-16) 
do linii L otrzymujemy więc 

e M==Iz= j H s dl= / H dl = H j dl = HI (2-18) 

L L L 

gdzie l = 2tc r — długość linii L, a stąd 

H = (2-19) 

A zatem indukcja magnetyczna 

B = juH = ju—~ (2-20) 

i 

przy czym ju jest tu wartością przenikalności magnetycznej rdzenia przy 
wartości natężenia pola magnetycznego H, określonej wzorem (2-19). 

Zgodnie z przyjętym założeniem uważamy, iż wzory (2-19) i (2-20) 
odnoszące się, ściśle biorąc, do punktów linii L, określają wartości B i H 
w całym rdzeniu. Strumień magnetyczny jest zatem równy 

& = ff B n do = ff Bda = BjJdo = BS (2-21) 

s s s 

gdzie £ — pole przekroju rdzenia. 

x ) Założenia takie przyjmie się zawsze za podstawę obliczania nierozgałęzione- 
go obwodu magnetycznego. Należy jednak zdawać sobie sprawę z tego, że w rzeczy¬ 
wistości są one spełnione tylko w przybliżeniu, przy czym stopień tego przybliżenia 
zależy przede wszystkim od konfiguracji geometrycznej rdzenia. Istotne znaczenie 
łna tu również właściwy wybór linii L, zwanej średnią linią magnetyczną, której 
długość l łącznie z polem przekroju <5 reprezentują w obliczeniach całą geometrię 
rdzenia. 
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Łącząc ze sobą podane zależności otrzymujemy 

i £ -R,żVf 

lub 

*=.Sł 

gdzie przez R M oznaczyliśmy 

Rf, = lk 


(2-22) 


(2-23) 


(2-24) 


Wzór (2-23) możemy uznać za wyraz prawa Ohma dla obwodów mag¬ 
netycznych. Wielkość R m określoną przez (2-24) nazywamy oporem mag¬ 
netycznym lub reluktancją. Odwrotność: G M = 1/R M jest nazywana prze¬ 
wodnością magnetyczną lub permeancją. 

Zgodnie z (2-23) i oczywistą analogią do obwodu elektrycznego prądu 
stałego rozważany obwód magnetyczny z rys. 2-8 można przedstawić 
w sposób umowny pokazany na rys. 2-9. Element reprezentujący opór 


Um 



<p e M 


Rys. 2-9. Umowny schemat zastępczy nierozgałęzionego obwodu magnetycznego 

z rys. 2-8 


magnetyczny jest elementem nieliniowym, wartość Rm określona wzorem 
(2-24) ma więc charakter oporu statycznego (por. p. 1.1.4). 

Zależność (2-23) ma jednak bardziej znaczenie pojęciowe niż użytko¬ 
we. Wiąże się to z nieliniowością układu i praktycznymi niedogodnościami 
w operowaniu wartościami: }x = ju(H). Zwykle, przy obliczeniach typu 
(2-20), tj. przy wyznaczaniu B na podstawie H lub odwrotnie, korzysta¬ 
my wprost z pierwotnej krzywej magnesowania (rys. 2-10) materiału fer¬ 
romagnetycznego, z którego jest wykonany rdzeń. Znając taką krzywą 
magnesowania można oczywiście na jej podstawie wyznaczyć wartości 

B 

fi = ~H 

w poszczególnych jej punktach, co prowadzi do ustalenia zależności 1} : 


*) Tak rozumiana wielkość fi jest zatem przenikalnością magnetyczną statyczną. 
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y = /u(H) (rys. 2-11). W praktyce jednak informacje o ferromagnetykach 
są zwykle podawane w postaci krzywych z rys. 2-10 i wówczas posługi¬ 
wanie się przenikalnością magnetyczną jest o tyle niedogodne, że wyma¬ 
ga dodatkowego etapu obliczeniowego. 


Rys. 2-10. Pierwotna krzywa magneso¬ 
wania ferromagnetyka 



Rys. 2-11. Zależność: = ) odpo¬ 

wiadająca krzywej magnesowania 
z rys. 2-10 



Znajomość pierwotnej krzywej magnesowania (rys. 2-10) umożliwia 
wyznaczenie charakterystyki rdzenia uważanego za opór nieliniowy mag¬ 
netyczny (rys. 2-9), tj. zależności 0 od V M lub U M od Jeśli zależność 
B od H wyrażoną krzywą magnesowania z rys. 2-10 oznaczymy jako 

B = pH = f(H) 

to z (2-22) i (2-19) wynika, że 

$ = Sf f—f~) = F(U„) (2-25) 

Wzór ten określa właśnie charakterystykę 0 = F(Um) rdzenia jako nieli¬ 
niowego oporu magnetycznego (rys. 2-9) 1) . 

W podobnym sensie możemy wprowadzić prawa Kirchhoffa dla ob¬ 
wodów magnetycznych. Rozważmy np. rozgałęziony obwód magnetyczny 
przedstawiony na rys. 2-12 o dwóch uzwojeniach (liczby zwojów: z ± i z 2 
oraz prądy: i I 2 ). Wybierzmy średnie linie magnetyczne L t , L 2 , L s (o dłu¬ 
gościach odpowiednio l lf l 2 , l s ) jak na rys. 2-12. Przyjmując, że wzdłuż 
tych linii wektorjest styczny i stały, z prawa przepływu (2-16) otrzy¬ 
mujemy: 

e m - 1,2,, = / H s dl + J H s dl = l, 

Li L s 

e M2 = = /H s dl - / H s dl = H s l 2 — H 3 l 3 

1*2 La 

b Charakterystykę tę nazywa się często charakterystyką przystosowaną, a spo¬ 
sób jej tworzenia — przystosowaniem charakterystyki magnesowania do wymiarów 
rdzenia. Jeśli rdzeń jest rozgałęziony (rys. 2-12 i 2-13) lub ma różne przekroje po¬ 
szczególnych części (rys. 2-14 i 2-16), to w taki sam sposób tworzy się w charaktery¬ 
styki przystosowane poszczególnych części rdzenia. 


(2-26) 
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Li 4 >.y $2 ł-2 



Rys. 2-12. Rozgałęziony obwód magnetyczny 


gdzie przez H lt H 2 , H 3 oznaczyliśmy natężenie pola magnetycznego od¬ 
powiednio wzdłuż L t , L 2 i L 3 . Poszczególne składniki prawych stron tych 
równań są napięciami magnetycznymi na poszczególnych częściach ob¬ 
wodu magnetycznego, reprezentowanych przez linie L lt L 2 i L 3 : 


U mi — / B s dl — 

U 

U M2 ~ J dl = H 2 l 2 
l 2 

UM 3 ~ f H s dl = H 3 l 3 
U 


(2-27) 


Równania (2-26) można więc uważać za wyraz drugiego prawu Kirch- 
hojja dla obwodów magnetycznych, które dla każdego oczka magnetycz¬ 
nego ma postać 

stl e Mi — Umic — ^ Hkh (2-28) 

i k k 


Równość (2-28) orzeka, że całkowita siła magneiomotoryczna w każ¬ 
dym oczku magnetycznym jest równa sumie napiąć magnetycznych na 
poszczególnych częściach rdzeniach tworzących oczko. Sumy w wyraże¬ 
niu (2-28) muszą być brane oczywiście z uwzględnieniem przyjętych zwro¬ 
tów linii L k (zwrotów H k ) oraz znaków sił magnetomotorycznych (por. 

p. 2.1.1). 

Strumienie w poszczególnych częściach rdzenia są odpowiednio rów¬ 


ne: 


= B ± S = ^H t S 
& 2 = B 2 S — f* 2 H 2 S 

^3 = = 


(2-29) 
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gdzie (Mi, 2,3 = y (Hi' 2 , 3 ). Punkty A i B rdzenia można uważać za węzły 
magnetyczne, przy czym np. dla węzła A otrzymujemy 

01 = ^2+03 (2-30) 

Równanie (2-30) można uważać za wyraz pierwszego prawa Kirch- 
hoffa dla obwodów magnetycznych, które dla każdego węzła magnetycz¬ 
nego ma postać 

2, = 0 (2-31) 

k 

Równość (2-30) orzeka, że suma strumieni magnetycznych skierowa¬ 
nych do danego węzła magnetycznego jest równa zeru. Uwzględniając 
założone zwroty linii L&, zgodnie ze zwrotami strumieni ^/ c , możemy zda¬ 
nie to wypowiedzieć również w takiej postaci: dla każdego węzła mag¬ 
netycznego suma strumieni magnetycznych dochodzących do węzła jest 
równa sumie strumieni magnetycznych odchodzących od węzła. 



Rys. 2-13. Umowny schemat zastępczy rozgałęzionego obwodu magnetycznego 

z rys. 2-12 


Obwód magnetyczny z rys. 2-12 może być również w umowny spo¬ 
sób przedstawiony jak na rys. 2-13. Wartości Rmi, Rm 2 > Rms są oporami 
magnetycznymi (statycznymi) poszczególnych części rdzenia i wynoszą: 


R 


Ml 


h 

f*iS ’ 




R 


M 3 


h 


(2-32) 


Na tych oporach magnetycznych powstają spadki napięcia magnetyczne¬ 
go, które zgodnie z (2-27) i (2-29) są równe: 


U mi — Hili — ^iRmi 
Um 2 = R-2^2 = ® 2 Rm 2 
Ums ~ H 3 l 3 ~ <P 3 Rm3 


(2-33) 


2.1.4. PORÓWNANIE Z OBWODAMI ELEKTRYCZNYMI 

Na podstawie dotychczasowych rozważań można ustalić układ analogii 
między wielkościami i relacjami dotyczących obwodów magnetycznych 
i elektrycznych. Zostały one podane w tabl. 2-1. 
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Tablica 2-1 

Układ analogii między obwodami elektrycznymi i magnetycznymi 


Obwody elektryczne 

Obwody magnetyczne 

Gęstość prądu j 

indukcja magnetyczna B 

Natężenie prądu 

strumień magnetyczny 

1 = ffj» da 

0= j j B n der 

s 

s 

i = yE 

B = /uH 

Natężenie pola elektrycznego E 

natężenie pola magnetycznego H 

Przewodność właściwa y 

przenikalność magnetyczna /li 

Napięcie elektryczne 

napięcie magnetyczne 

U = / E s dl 

U M = f H s dl 

K 

K 

Siła elektromotoryczna 

siła magnetomotoryczna 

•3 

II 

^ H s d 1 

L 

L 

Opór elektryczny 

opór magnetyczny 

l 

l 

R =- 

Rm — —~ 

yS 

fiS 

Prawo 

Ohma 

U 



0 — 

R 

Rm 

Pierwsze prawo Kirchhoffa 

(dla każe 

lego węzła) 

ii 

o 

E = 0 

k 

Drugie prawo Kirchhoffa 

(dla każe 

lego oczka) 


E eMi E &Mk 

i k 

i k 
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Tablica 2-2 

Jednostki wielkości fizycznych związanych z obwodami magnetycznymi 


Nazwa wielkości 

Znak 

wielkości 

Jednostka układu SI 

Inne używane jednostki 

nazwa | znak 

nazwa 

znak i przeliczenie 

Indukcja magnetyczna 

B 

tesla 

1T = Wb/m* 

gaus 

1 Gs = 10- 1 = 

= 1 Mx/cm s 

Strumień magne¬ 
tyczny 

0 

weber 

1 Wb = 1 Vs 

makswel 

1 Mx = 10- 8 Wb 

Isfatężenie pola magne¬ 
tycznego 

H 

amper na metr 

1 A/m 

amper na cen¬ 
tymetr, ersted 

1 A/cm = 100 A/m 

4 7t 

= 79,6 A/m 
(lA/m = 0,01257 Oe) 

Przenikalność magne¬ 
tyczna 

V = i“0 <«r 

henr na metr 

I H/m 

■ 

Uwaga: w ośrodkach 
o ft r = 1: 

B [Gs] = H [Oe] 

Napięcie magnetycz¬ 
ne, siła magnetomo- 
toryczna, przepływ 

Um 

Gm 

0 

amper 

1 A 

gilbert 

1 Gb = — A = 

4tc 

= 0,796 A 

(1 A = 1,257 Gb) 

Opór magnetyczny 
(reluktancja) 

Rm 

odwrotność 

henra 

1 VH 



Przewodność magne¬ 
tyczna (permeancja) 

Gm 

henr 

1 H = lQ-s 




W tablicy 2-2 zestawiono jednostki wielkości magnetycznych związa¬ 
nych z obwodami magnetycznymi. 


2.1.5. OBLICZANIE OBWODOW MAGNETYCZNYCH 

Na kilka prostych przykładach przedstawimy teraz technikę przy¬ 
bliżonego obliczania obwodów magnetycznych strumienia stałego. 

1. Na jednej z kolumn rdzenia ferromagnetycznego o kształcie pro¬ 
stokątnym (rys. 2-14) jest nawinięte uzwojenie. Rdzeń ma wymiary: a = 
= 10 cm, b — 6,5 cm, c t = 1 cm, c 2 = 1,5 cm, d — 2 cm i jest wykonany 
ze staliwa, którego pierwotna krzywa magnesowania jest przedstawiona 
na rys. 2-15 (krzywe i b 2 ). Przy zadanym przepływie: O — Iz = 450 A 
należy obliczyć strumień $ w rdzeniu. 

Za średnią linię magnetyczną przyjmujemy linię L = ABCD (rys. 2-14) 
o długości: 


l ^ 2 ; 


l t = BC+DA, 


l 2 = AB+CD 
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Rys. 2-14. Prostokątny obwód magnetyczny 



Rys. 2-15. Krzywe magnesowania materiałów ferromagnetycznych 


7 Teoria obwodów t. II 
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Przy podanych wymiarach rdzenia długości te wynoszą 

h — 2(b — c 2 ) = 10 cm, l 2 = 2(a—c 1 ) = 18 cm 
Z — +1 2 = 28 cm 

Przyjmujemy w przybliżeniu, że przekrój rdzenia na odcinkach Z* = 
= BC + DA oraz l 2 = AB + CD jest stały i odpowiednio równy: 

S ± = c ± d = 2 cm 2 , S 2 = c 2 d = 3 ćm 2 
Obwód magnetyczny z rys. 2-14 możemy zatem przedstawić umow¬ 
nie w postaci pokazanej na rys. 2-16. Element R M i reprezentuje części 


U M1 , UM2 



Rys. 2-16. Umowny schemat zastępczy obwodu magnetycznego z rys. 2-14 

rdzenia o łącznej długości i przekroju S lf element R M 2 — części rdzenia 
o długości Z 2 i przekroju S 2 . Na podstawie krzywej magnesowania z rys. 
2-15 tworzymy charakterystyki przystosowane części rdzenia uwzględ¬ 
niając, że: 

0 ~ BS ± , Um = Hh 

dla części (l lf Sj) oraz: 

0 = BS 2 , U m = H1 2 

dla części (l 2 , S 2 ) rdzenia. Charakterystyki te przedstawiono na rys. 2-17 
i oznaczone odpowiednio: i (l 2 ,S 2 ). Są to oczywiście charakterystyki 

elementów nieliniowych z rys. 2-16. 



Rys. 2-17. Konstrukcja Charakterystyki łącznej rdzenia z rys. 2-14 
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Aby uzyskać rozwiązania, tworzymy charakterystykę łączną połącze¬ 
nia szeregowego, analogicznie jak to robiliśmy w p. 1.2.1 przy łączeniu 
szeregowym oporów nieliniowych w obwodzie elektrycznym. Przypomi¬ 
namy, iż punkty charakterystyki łącznej otrzymujemy dodając odcięte 
U mi i U M 2 charakterystyk składowych dla ustalonej rzędnej Dysponu¬ 
jąc charakterystyką łączną odczytujemy z niej dla zadanej wartości 0 

0 = 300 p,Wb = 3 • 10“ 4 Wb 

oraz 

Umi == 305 A, Um2 = 145 A 

Uwaga. Zamiast wyznaczać charakterystykę łączną, można obliczyć szuka¬ 
ne wartości $>, Umi i Um 2 posługując się konstrukcją omówioną w przykładzie 1, p. 
1.2.2 i pokazaną na rys. l-59b. Rysujemy charakterystykę przystosowaną jednej czę¬ 
ści rdzenia, np. (l lt SJ, i odkładamy na osi odciętych zadaną wartość ©. Drugą cha¬ 
rakterystykę rysujemy w innym „odwróconym” układzie współrzędnych, którego po¬ 
czątkiem jest punkt (0, 0), oś rzędnych jest równoległa do osi a oś odciętych ma 



Rys. 2-18. Inna konstrukcja rozwiązania przykładu 1 

przeciwny zwrot niż oś Um -(linie przerywane na rys. 2-18)*). Punkt przecięcia A 
tych charakterystyk wyznacza szukaną wartość $ oraz napięcia magnetyczne TJm\ 
i Um 2 . 


2. W obwodzie magnetycznym z przykładu 1 należy wyznaczyć war¬ 
tości indukcji B, natężenia pola magnetycznego H oraz względnej przeni- 
kalności magnetycznej ju F w poszczególnych częściach rdzenia. 

ł ) Łatwo można się przekonać, iż jest to odpowiednio narysowana charaktery¬ 
styka połączenia szeregowego źródła (tj. siły magnetomotorycznej em) i elementu 
Rm 2 . ■ ■ . • : i •; • •/ ' - 


7* 
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Hi = = 30,5 A/cm = 3050 A/m 

n 

a stąd: 

B 

= ^ rl ^ 0 = ~~ = 490 M-H/m 
n 1 

Uwzględniając wartość ju 0 = 1,257 n-H/m otrzymujemy 

fi, 

i_ = 390 
. f * 0 

Podobnie dla części (I 2 , S 2 ) otrzymujemy: 

B 2 = f = 1 T, H 2 = U -' 12 - = 8,05 A/cm = 805 A/m 
o 2 l 2 

= ^ r 2 ^ = 1240 jxH/m, /i l2 = ~~ — 990 

tl 2 fl,Q 

3. Rozważmy obwód magnetyczny (rys. 2-19) utworzony przez rdzeń 
żeliwny, w którym została wycięta szczelina. Średnia linia magnetyczna 
L (rys. 2-19) ma długość l = l ż + l P ^l ż , gdzie l ż jest długością linii 
w rdzeniu, l p — szerokością szczeliny, tj. długością linii w powietrzu. 
Przyjmujemy, że wzdłuż całej linii U przekrój rdzenia jest jednakowy 
i równy Sż . Przy zadanych wartościach: ©= Iz = 1000 A, l ż = 20 cm, 
l p = 0,4 mm, Sż — 4 cm 2 należy obliczyć strumień 0 w rdzeniu. 


Dla części (Z*, S t ) mamy: 
0 
Si 


Bi 


1,5 T, 



Rys. 2-19. Obwód magnetyczny ze szcze¬ 
liną 



Rys. 2-20. Umowny schemat zastępczy 
obwodu magnetycznego z rys. 2-19 


Podobnie jak w przykładzie 1, rozważany obwód magnetyczny można 
rozpatrywać jako połączenie szeregowe (rys. 2-20) dwóch elementów: nie¬ 
liniowego oporu magnetycznego Rmż części ferromagnetycznej (żelaznej) 
obwodu i liniowego oporu magnetycznego R Mp szczeliny powietrznej. 

Na podstawie krzywej magnesowania żeliwa (rys. 2-15) tworzymy 
charakterystykę przystosowaną części żelaznej (l ź , S ż ) rdzenia przyjrnu- 



2.1. OBWODY MAGNETYCZNE STRUMIENIA STAŁEGO 


101 


jąc: 0 — BS Ż , TJ M = Hl ż (rys. 2-21a). Charakterystykę przystosowaną 
szczeliny powietrznej tworzymy na podstawie zależności liniowej 

B = ju 0 H 

przyjmując: 

0 = BS p , U A , = Hl„ 

oraz 

s P = S i> a*. = 1,257 (iH/m 


a) b) 



Dysponując charakterystykami z rys. 2-2la, otrzymujemy w sposób przed¬ 
stawiony na rys. 2-2lb (por. rys. 2-18 i uwagę do przykładu 1) przy zada¬ 
nej wartości © = 1000 A: 


0 = 276 M-Wb, U MŻ = 780 A, U Mp = 220 A 


Na podstawie tych wyników obliczamy wartości indukcji B ż , B p i natę¬ 
żenia pola magnetycznego H ż , H p w rdzeniu (indeks ż) i w szczelinie 
(indeks p): 


B, = 


0 


S A 


H> = 


_ Umż 


L 


39 A/cm, 


0 

. 

B n 

H =— p - 
p N 


0,69 T 


U 


Mp _ 


= 5500 A/cm 


Uwaga, W typowych, najczęściej stosowanych konstrukcjach rdzeni szczelina 
powietrzna jest „wąska” tzn. jej szerokość l p jest mała w porównaniu z poprzeczny- 
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mi wymiarami rdzenia a x i a 2 (S ż ~ did 2 ). Np. w naszym zadaniu, przy założeniu, że 
przekrój rdzenia jest kwadratowy mamy: a x = a 2 = 2 cm, a więc l p /a x = 2 • 10— 2 . Przy 
tego typu „wąskich” szczelinach przyjmuje się zwykle, że 



Rys. 2-22, Rozkład linii magnetycznych w szerokiej szczelinie powietrznej 

tzn. nie uwzględnia się efektu „spęcznienia” strumienia w szczelinie (rys. 2-22). Efekt 
ten trzeba uwzględniać w przypadku „szerokich” szczelin przyjmując wówczas np., 
że 

S p = yS ż 

gdzie y ^ 1. Wartość współczynnika y można wyznaczyć doświadczalnie, przy czym 
zwykle y ^ 1,1. Często stosuje się również następujący wzór empiryczny: 

Sp — (a t -|- lp) (a s -i~lp) Sz+i^+a^lp 

gdzie: l p — szerokość szczeliny: a u a 2 — poprzeczne wymiary rdzenia; S ź = a x a 2 . 

4. Gdyby w przykładzie 3 przyjąć, że rdzeń jest bez szczeliny (Rm p *= 
— 0 na rys. 2-20), to przy niezmienionych pozostałych parametrach otrzy¬ 
malibyśmy wprost z krzywej ( l ż , S ź ) z rys. 2-2la dla @ = 1000 A 

<P = 302 iiWb 

a stąd: B Ź = <P/S Ż =0,75 T. Zauważamy więc, że wycięcie szczeliny 
w rdzeniu powoduje zmniejszenie wartości strumienia <P, a tym 
samym zmniejszenie wartości indukcji B w rdzeniu. Sprawa jest fizycz¬ 
nie oczywista, bowiem wycięcie szczeliny powoduje pojawienie się dodat¬ 
kowego oporu magnetycznego Rm p w szereg z oporem magnetycznym R M 
rdzenia (por. rys. 2-20). Mimo bardzo małej zwykle szerokości l p szczeliny 
opór magnetyczny R Mp jest zwykle duży, co wynika ze znacznie mniej¬ 
szej wartości przenikalności magnetycznej ju = ju 0 powietrza w porówna¬ 
niu z przenikalnością magnetyczną rdzenia, por. wzór (2-24). Opór mag¬ 
netyczny R Mp jest przy tym oporem liniowym — por. charakterystykę (l p , 
S p ) na rys. 2-2la — co powoduje, że charakterystyka łączna rdzenia ze 
szczeliną (rys. 2-21a) jest bardziej zbliżona do linii prostej niż charakte¬ 
rystyka rdzenia bez szczeliny. Wprowadzenie szczeliny powietrznej po¬ 
woduje zatem linearyzację obwodu magnetycznego. Dobierając odpowied- 
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nio parametry rdzenia (wymiary, rodzaj ferromagnetyka) oraz szerokość 
szczeliny można uzyskać, praktycznie biorąc liniową charakterystykę łącz¬ 
ną w żądanym zakresie zmian 0. Jak już wspomnieliśmy, odbywa się to 
jednak kosztem zmniejszenia wartości strumienia. 

5. Rozważmy obwód magnetyczny przedstawiony na rys. 2-23 o na¬ 
stępujących danych: l x — l s = 18 cm, l 2 — 12 cm, l p = 0,1 mm, S = 5 cm 2 , 
z — 1000. Rdzeń jest wykonany z blachy transformatorowej. Należy obli¬ 
czyć prąd I, jaki jest potrzebny do wytworzenia w kolumnie trzeciej (ze 
szczeliną) strumienia = 2 • 10 -4 Wb. 




Rys. 2-23. Rozgałęziony obwód magne¬ 
tyczny ze szczeliną 


Rys. 2-24. Schemat zastępczy obwodu 
magnetycznego z rys. 2-23 


Schemat zastępczy rozważanego obwodu magnetycznego przedstawio¬ 
no na rys. 2-24. Obliczenia będziemy wykonywać w tym przypadku „od 
końca”, mamy bowiem zadaną wartość $ 3 . Przyjmujemy dla szczeliny: 
S p = S oraz dla wszystkich kolumn rdzenia: S ż = kS, gdzie k jest tzw. 
współczynnikiem wypełnienia. Uwzględnia go się wówczas, gdy rdzeń nie 
jest jednolity, lecz jest wykonany z warstw blachy. Czynna część prze¬ 
kroju rdzenia, tzn. wypełniona istotnie ferromagn etykiem, jest wówczas 
zazwyczaj mniejsza niż cały przekrój, którego część jest zajęta przez ma¬ 
teriał izolujący blachy lub powietrze. Przyjmując np. k = 0,95 otrzymu- 
j em y: - 

S p = S = 5 cm 2 , S ź = kS = 4,75 cm 2 
Z zadanej wartości otrzymujemy: 

B 3 = = 0,42 T, B p = -/ = °> 4 T 

a stąd na podstawie krzywej c 1 z rys. 2-15 

H s = 1,1 A/cm 



B 

= 3200 A/cm 


oraz 
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Stąd (por. rys. 2-24): 

Vms -- H 3 l 3 = 20 A, U Mp = Hl p = 32 A 


U m = U m +U Mp = 52 A 


oraz 


H, = 


U M 2 

U 


= 4,34 A/cm 


Na podstawie odczytu z krzywej magnesowania (krzywa c l3 rys. 2-15) 
otrzymujemy 

B 2 = 1,16 T 

a więc 

<Z> 2 = B 2 S ź = 5,5 • 10“ 4 Wb 

oraz 

= $ 2 + $ 3 = 7,5 • 10 -4 Wb 

Dalsze obliczenia dają: 

B ± = = 1,58 T, H 1 — 37 A/cm, 17^ = = 670 A 

O; 


Stąd ostatecznie 


e M - — ^20 A 


l= e ^L= 0,72 A 


ZADANIA 


2.1. Jest dany obwód magnetyczny przedstawiony na rys. 2-23 o następujących 
danych: k — I 3 = 15 cm, S x = 4,5 cm 2 , <S 2 = 7,8 cm 2 , 1= 1 A, z — 3000. Rdzeń wy¬ 
konano z żeliwa. Przyjmując <S P = S 3 obliczyć długość szczeliny l p wiedząc, że B 3 = 
= 0,7 B 2 i H p — 2500 A/cm. 

Odp. l p = 1,4 mm 

2.2. Jest dany obwód magnetyczny przedstawiony na rys. 2-25a o danych: 
l t = l 3 = 35 cm, l 2 = 15 cm, S x = S a = S 3 = S p = 25 cm®, l p = 0,1 mm 



B 

Rys. 2-25. Obwód magnetyczny z zad. 2.2 




2.2. CEWKA Z RDZENIEM FERROMAGNETYCZNYM 


105 


Obliczyć przepływ ©, jeśli napięcie magnetyczne między punktami B i A wynosi 
(rys. 2-25b): Umba = 50 A. Rdzeń wykonano z blachy transformatorowej (k = 1 ). 

Odp. © = 265 A 

2.3. Jest dany obwód magnetyczny przedstawiony na rys. 2-26. Obliczyć prąd 
płynący przez uzwojenie rdzenia wykonanego z blachy transformatorowej wiedząc* 
że indukcja w szczelinie Bp = 0,8 T. Dane: = 54 cm, l 2 = 25 cm, l 3 = 86 cm, S x = 
= S 3 = 20 cm 2 , S 2 = S p = 16 cm 2 , k = 0,95, l p = 0,5 mm, z = 10000. 

. Odp. I = 0,712 A 



Rys. 2-26. Obwód magnetyczny z zad. 2.3 Rys. 2-27. Obwód magnetyczny z zad. 2.4 

2.4. Jest dany obwód magnetyczny przedstawiony na rys. 2-27 o następujących 
danych: ij = 18 cm,I 2 = 8 cm, l 3 = 12 cm, S x = S 3 = 4 cm 2 , <S 2 = 6 cm 2 , l p = 0,1 mm,. 
z t = 100, z 3 = 300. Dobrać tak wartości prądów płynących przez uzwojenia, aby in¬ 
dukcja B 2 w kolumnie drugiej była równa zeru, a strumień w szczelinie powietrznej 
= 0,8 • 10 -4 Wb. Rdzeń wykonano ze staliwa. 

Odp. I x = 0,435 A, I 3 = 0,145 A 



Rys. 2-28. Obwód magnetyczny z zad. 2.5 

2.5. Jest dany obwód magnetyczny przedstawiony na rys. 2-28. Obliczyć © 3 wie¬ 
dząc, że indukcja w kolumnie pierwszej B x = 0,7 T, a przepływ @ 2 = 150 A. Rdzeń 
wykonano z blachy transformatorowej. Dane: h = l 3 — 30 cm, l 2 = 14 cm, S t = S 2 = 
= S 3 = S p = 16 cm 2 , k = 0,95, l p = 0,1 mm. 

Odp. @ 3 = 65 A 


2.2. CEWKA Z RDZENIEM FERROMAGNETYCZNYM 

W poprzednim punkcie zajmowaliśmy się obwodami magnetycznymi 
strumienia stałego, obecnie omówimy niektóre zagadnienia dotyczące ob¬ 
wodów magnetycznych strumienia zmiennego. Z przypadkiem zmiennego 
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w czasie strumienia w rdzeniu mamy do czynienia wówczas, gdy przez 
uzwojenie nawinięte na rdzeń przepływa prąd zmienny. 

Przy przejściu do. zagadnień związanych ze strumieniem zmiennym 
konieczne jest uwzględnienie kilku nowych problemów, z którymi nie 
mamy do czynienia w obwodach magnetycznych strumienia stałego. Jed¬ 
nym z nich są straty cieplne w rdzeniu, spowodowane zjawiskami: histere- 
zy i prądów wirowych oraz wynikający stąd pętlowy charakter zależno¬ 
ści strumienia od prądu (tzw. pętla histerezy). 

Drugi problem o zasadniczym znaczeniu jest związany ze zjawiskiem 
indukcji elektromagnetycznej. Jeśli przez uzwojenie nawinięte na rdzeń 
ferromagnetyczny przepływa prąd stały, to stały jest również strumień 
i w uzwojeniu nie indukuje się żadna siła elektromotoryczna. Obwód mag¬ 
netyczny nie oddziałuje wówczas na obwód elektryczny, tj. na obwód, 
którego częścią jest uzwojenie rdzenia. 

Inaczej jednak wygląda sprawa w przypadku cewki zasilanej prą¬ 
dem zmiennym. Zmienny w czasie strumień w rdzeniu indukuje wów¬ 
czas, zgodnie z prawem Faradaya, odpowiednią siłę elektromotoryczną 
w Uzwojeniu i obwód magnetyczny oddziałuje w istotny sposób na ob¬ 
wód elektryczny. W tym przypadku interesować nas będą głównie wła¬ 
ściwości elektryczne takiej cewki z tym, że do ich określenia jest ko¬ 
nieczna znajomość parametrów obwodu magnetycznego utworzonego przez 
rdzeń. 


2.2.1. INDUKCJA ELEKTROMAGNETYCZNA 

Jak wiadomo z fizyki, zmianom w czasie pola magnetycznego towa¬ 
rzyszy powstawanie pola elektrycznego B związanego z indukcją mag¬ 
netyczną B równaniem Maxwella 

rot£= (2-34) 

Równanie to jest różniczkową postacią prawa indukcji elektromagnetycz¬ 
ne j lub prawa Faradaya. 

Rozważmy powierzchnię & o brzegu L (rys. 2-29), znajdującą się w ob¬ 
szarze, w którym jest określone pole indukcji magnetycznej E. Całka 
liniowa wektora E wzdłuż linii zamkniętej L (tj. cyrkulacja wektora E) 
jest z definicji równa sile elektromotorycznej e działającej wzdłuż linii L 

f E s dl : (2-35) 

L 


e = 
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Stosując do (2-35) twierdzenie Stókesa i uwzględniając równanie (2-34) 
otrzymujemy 

e = 

LS S S 

skąd po uwzględnieniu, że Strumień 0 przez powierzchnię S jest równy 


0 = ffB„do 

s 

otrzymujemy 


d<2> 



(2-36) 


Jest to najczęściej stosowana postać prawa Faradaya, które orzeka, 
że zmiana w czasie strumienia magnetycznego przenikającego powierzch¬ 
nię S powoduje powstanie siły elektromotorycznej wzdłuż linii L będącej 
brzegiem powierzchni S. Jeśli taka indukowana siła elektromotoryczna, 
określona wzorem (2-36), powstaje w zamkniętym przewodniku (lub 
w ośrodku przewodzącym), to powoduje ona przepływ prądu. Mówimy 



Rys. 2-29. Powierzchnia S o brzegu L Rys. 2-30. Cewka o z zwojach 


wówczas, że w przewodniku indukuje się prąd. Zwrot prądu indukowane¬ 
go (zgodny ze zwrotem indukowanej siły elektromotorycznej) jest przy 
tym taki, aby pole magnetyczne tego prądu przeciwdziałało zmianom 
pierwotnego pola magnetycznego, wywołującego zjawisko indukcji. Jest 
to treść tzw. reguły Lentza. 

Jeśli mamy do czynienia z uzwojeniem o z zwojach (rys. 2-30) nawi¬ 
niętym na rdzeń, w którym występuje strumień zmienny &, to w każdym 
zwoju indukuje się siła elektromotoryczna (2-36). Całkowita siła elektro¬ 
motoryczna indukowana w całym uzwojeniu jest zatem równa 


gdzie 


d(P ów 

e ~ ~ Z ~dT~ “~d t 


(2-37) 


ip = z& 

jest strumieniem skojarzonym (skojarzeniem magnetycznym) uzwojenia. 
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2.2.2. STRATY W RDZENIACH FERROMAGNETYCZNYCH 

W przypadku występowania zmiennego pola magnetycznego w rdze¬ 
niu ferromagnetycznym występują w tym rdzeniu straty cieplne wywo¬ 
łane zjawiskami: histerezy i prądów wirowych 1) . 

Histereza. Jedną z podstawowych cech materiałów ferromagnetycz¬ 
nych jest inny przebieg procesu rozmagnesowywania niż procesu mag¬ 
nesowania. Przypomnijmy krótko tę znaną z fizyki właściwość. Załóżmy, 
że rozważamy rdzeń ferromagnetyczny, który nie był nigdy magnesowany 
lub został całkowicie rozmagnesowany (punkt 0 na rys. 2-31). Jeśli wy¬ 
tworzymy w rdzeniu pole magnetyczne wzrastające (dostatecznie powoli) 
od zera do wartości H m (np. przepuszczając odpowiedni prąd przez uzwo¬ 
jenie magnesujące), w rdzeniu będzie narastać indukcja magnetyczna B, 
zgodnie z krzywą 1 na rys. 2-31 2) . Jeśli teraz będziemy zmniejszać (do- 



Rys. 2-31. Pętla histerezy materiału ferromagnetycznego 

statecznie powoli) natężenie pola magnetycznego od wartości H m do — H m , 
proces rozmagnesowania będzie przebiegał według krzywej 2 od punk¬ 
tu A x do punktu A 2 . Jeśli ponownie zaczniemy zwiększać H od — H m do H m , 
magnesowanie będzie się odbywać według krzywej 3 od A 2 do A x . Gdyby 
proces ten dalej powtarzać, otrzymalibyśmy kolejne cykle magnesowania 
i rozmagnesowywania, przebiegające wzdłuż krzywych 3 i 2 3) . Krzywe te 
tworzą zamknięty cykl zwany pętlą histerezy. 


1 > Niekiedy zachodzi potrzeba uwzględniania innego jeszcze czynnika wywołu¬ 
jącego straty, tzw. opóźnienia magnetycznego [2.8]. Straty wywołane przez prądy 
wirowe i przez opóźnienie magnetyczne często traktuje się łącznie nazywając je 
stratami dynamicznymi [2.1]. 

2 ) Jest to odcinek pierwotnej krzywej magnesowania (por. rys. 2-10 i p. 2.1.3). 

*) Dla większości ferromagnetyków powtarzalność procesów mangesowania 
i rozmagnesowywania uzyskuje się dopiero po kilku pełnych cyklach. 
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Gdyby cykl ten przerwać np. w punkcie A 3 lub A s (tj. przy H — 0), 
rdzeń pozostałby namagnesowany. Wartość bezwzględna indukcji B od¬ 
powiadająca punktom A 3 i A s nosi nazwę pozostałości magnetycznej. Na 
to, aby indukcja magnetyczna B (a tym samym strumień $ w rdzeniu) 
stała się równa zeru, cykl ten należałoby doprowadzić do punktu A 4 lub 
Aq (tj. do B — 0). Wartość bezwzględna natężenia pola magnetycznego H 
odpowiadająca punktom A 4 i A 6 nosi nazwę koercji lub natężenia koercji. 

Pętlowy przebieg pełnego cyklu magnesowania i rozmagnesowania 
jest wynikiem swoistego charakteru procesów magnetycznych w kryszta¬ 
łach ferromagnetyku [2.9], Nie wnikając w naturę fizyczną tych procesów 
zwracamy uwagę na ich symetrię: pętla histerezy jest symetryczna wzglę¬ 
dem początku układu współrzędnych. 

Pętla histerezy materiału ferromagnetycznego jest określona dla da¬ 
nej wartości H m (lub B m ). Przy zmianie H m (lub B m ) zmienia się cała. pętla. 
Dla danego ferromagnetyka możemy zatem mówić o całej rodzinie pętli 
histerezy (rys. 2-32), odpowiadających różnym wartościom H m . Miejsce 
geometryczne wierzchołków A ± i A 2 tych pętli (linia przerywana na 
rys. 2-32) nosi nazwę krzywej komutacji danego materiału 1J . 

/ 




Rys. 2-32. Rodzina pętli histerezy Rys. 2-33. „Prostokątna” pętla histerezy 

ferrytu 

W zależności od „grubości” pętli histerezy często dzieli się materiały 
ferromagnetyczne na: twarde (pętla szeroka) i miękkie (pętla wąska). Do 
ferromagnetyków twardych zalicza się stal, do miękkich — żeliwo. Osob¬ 
ną grupę stanowią ferryty 2) o prostokątnych pętlach histerezy (rys. 2-33). 


*) W obliczeniach przybliżonych przyjmuje się z reguły, że dla dostatecznie ma¬ 
łej częstotliwości krzywa komutacji pokrywa się z pierwotną krzywą magnesowania, 
chociaż krzywe te nie muszą być identyczne. 

2 ) Są to odpowiednie materiały magnetyczne typu półprzewodnikowego. Rdze¬ 
nie ferrytowe wykonuje się zwykle jako tzw. rdzenie proszkowe, tj. wykonane przez 
prasowanie (i wypalanie) sproszkowanego ferrytu. V ; 
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Inny przebieg procesu rozmagnesowania niż przebieg procesu mag¬ 
nesowania jest źródłem strat energii, zwanych stratami z histerezy. Jeśli 
indukcja w rdzeniu zmienia się od B t do B 2 , energia magnetyczna pobrać 
na przez rdzeń doznaje przyrostu (na jednostkę objętości) o wartość 

AW;, = J HdB 

Bi 

lub (na jednostkę ciężaru) 





B 2 



HdB 


gdzie c^ —» ciężar właściwy (na rys. -2-34a mamy: &W' M > 0). Ponieważ 
rozmagnesowanie odbywa się po innej krzywej niż magnesowanie (krzy¬ 
we 2 i 3, rys. 2-31), energia zwracana przez rdzeń przy rozmagnesowy- 
waniu jest inna (mniejsza) niż energia pobrana przy magnesowaniu. Róż¬ 
nica tych dwóch energii —- oznaczamy ją przez W h — jest miarą strat 



Rys. 2-34. Przyrost energii magnetycznej przy magnesowaniu rdzenia: a) od B ± do B 2 ; 

b) dla pełnego cyklu 


energii wywołanych zjawiskiem histerezy w jednym pełnym cyklu 
(rys. 2-34b) i jest równa (na jednostkę objętości) 

/HdB (2-38) 

P 


lub (na jednostkę ciężaru) 



gdzie P — cała pętla histerezy. 



j> HdB 
P 
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Jeśli pętla ta jest obiegana f razy na sekundę, to moc strat z histe- 
rezy jest równa (na jednostkę objętości) 


Ph 


fW' h =*f f HdB 


lub (na jednostkę ciężaru) 


Ph = 


Ph 


f HdB 


j 

p 


(2-39) 


Występujące w tych wzorach wielkości są wyrażone w następujących jed¬ 
nostkach: B [T], H i[A/m], c w [kG/m 3 ], Aw* W' h [J/m 3 ], &W M , W h [J/kG], 
/ [Hz], p^[W/rń 3 ], p h [W/kG]. 

Całka (2-38) jest miarą pola ograniczonego pętlą histerezy (rys. 2-34b). 
Mimo tej prostej interpretacji geometrycznej jest to wielkość kłopotliwa 
do obliczeń. Z tego względu najczęściej korzysta się z zależności empi¬ 
rycznych uzależniających to pole np. od maksymalnej wartości indukcji 
magnetycznej B m [T]. Przyjmując np. 


W;= f H dB = 

otrzymujemy ostatecznie z (2-39) 

Ph*=°hf B m 


(2-40) 

(2-41) 


gdzie oh — k/Cyy jest stałą materiałową. Wartość wykładnika n w tym 
wzorze przyjmuje się najczęściej równą 15 : 

n = 1,6 dla J3 m <l T 

n ~ 2 dla B m > 1 T 

Wzór (2-41) nosi nazwę wzoru Steinmetza. Wartości współczynnika 
dla różnych materiałów ferromagnetycznych wahają się w granicach 
1 -10“ 4 do 5* 10" 4 . : ' 

Prądy wirowe. Jak wiadomo z fizyki, zjawisko prądów wirowych jest 
wywołane przez zjawisko indukcji elektromagnetycznej. Występuje ono 
w ośrodkach przewodzących (np. w rdzeniach ferromagnetycznych) przy 
zmiennym w czasie strumieniu magnetycznym. Zgodnie z prawem Fara¬ 
daya (p. 2.2.1) zmienny strumień indukuje wzdłuż rozmaitych linii za¬ 
mkniętych odpowiednie siły elektromotoryczne, które w ośrodku prze¬ 
wodzącym wywołują przepływ prądów (zwanych prądami wirowymi) 
i, w konsekwencji, straty energii na ciepło Joule’a. Jednym z najważ¬ 
niejszych sposobów zmniejszenia powstających w ten sposób strat z prą - 


*) Źródła radzieckie [2.1; 2.11], podają zwykle n = 1,6 dla 0,1 T < B m ^1T oraz 
n —2 dla 1 T < B m ^ 1,6 T. Dla wartości B m > 1,6 T dla uzyskania lepszej dokład¬ 
ności trzeba przyjmować jeszcze większe wartości n (np. ri= 2,2 [2.3; 2.4]). 
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dów wirowych jest — w zakresie częstotliwości akustycznych — wy¬ 
konywanie rdzenia z cienkich blach izolowanych między sobą lub — dla 
większych częstotliwości — stosowanie rdzeni proszkowych, o izolowa¬ 
nych cząsteczkach sproszkowanego materiału ferromagnetycznego (np. 
ferrytu). Ma to na celu zmniejszenie indukowanych sił elektromotorycz¬ 
nych (a więc i strat) przez zmniejszenie pola S (a więc i strumienia) obej¬ 
mowanego przez poszczególne linie zamknięte prądów wirowych (rys. 
2-35a,b). 



Rys. 2-35. Przekrój rdzenia ferromagnetycz- Rys. 2-36. Linie prądów 

nego: a) jednolitego; b) wykonanego z blach wirowych 


Rozważmy przekrój rdzenia wykonanego z blach o grubości d 
(rys. 2-35b) i rozważmy dokładniej jedną blachę oraz linie prądu wiro¬ 
wego przedstawiono na rys. 2-36. Przy założeniu, że wektor indukcji mag¬ 
netycznej B jest w całym przekroju blachy jednakowy i prostopadły do 
przekroju oraz zmienia się w czasie sinusoidalnie 


B = B m sin out (2-42) 

strumień magnetyczny <& x obejmowany przez zaznaczoną na rys. 2-36 linię 
wynosi , 

0 X = S X B = 2hxB m sinwt 

Zgodnie z prawem Faradaya (2-36) strumień ten indukuje siłę elektromo¬ 
toryczną 

■ d# : ' 

e x =- — 2hxB m co cos cot 

której wartość skuteczna | E x \ 

\E X \ = = 2 \/2xhfB m x " 

-■ y2 ■■ ■ 
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Pod wpływem tej siły elektromotorycznej powstaje prąd wirowy. Może¬ 
my sobie wyobrazić, że prąd ten powstaje w obwodzie o długości 2h + 4cc 
i o przekroju: l dcc. Jeśli y jest przewodnością właściwą (konduktywnością) 
ferromagnetyka, z którego została wykonana blacha, przewodność dG x 
takiego obwodu 

yl dcc _ yl dcc 
dCr * ~ 2(h + 2x) 2h 

bowiem, wobec cienkości blachy, h 2cc. Moc strat związanych z przepły¬ 
wem takiego elementarnego prądu wirowego 

dP w = |l£j 2 dG x = ^x 2 yhlj 2 B 2 m x 2 dcc 
a zatem całkowita moc strat 

d/2 

P w = j d P w = 4jt 2 yhlpB 2 m j x 2 dx = -^ x 2 yhld 3 fB 2 m (2-43) 

o D 

Dzieląc tę moc przez objętość V = hld rozważanej blachy otrzymujemy 
moc strat z prądów wirowych na jednostkę objętości 




(2-44) 


V 6 

lub — po podzieleniu przez ciężar właściwy c w — na jednostkę ciężaru 

P w 




x 2 y 


d‘fBi 


<V 6e B 
Wzór ten piszemy zwykle w postaci 

p =0 'd 2 fB 2 

r w w J m 

gdzie o' w = x 2 y/6c w jest stałą materiałową, lub w postaci 

= a „f B l (2-45) 


gdzie o w = d 2 o' w jest współczynnikiem zależnym od materiału oraz gru¬ 
bości blachy. Występujące w tych wzorach wielkości są wyrażone w na¬ 
stępujących jednostkach: B, B m [T], h, l, d, cc [m], / [Hz], y [1/Q • m], |E X | 
[V], P w [W], P ; [W/m 3 ], p w [W/kG]. 

Dodatkowym (poza stratami cieplnymi) efektem prądów wirowych 
jest ich działanie rozmagnesowujące wprowadzające niejednorodność po¬ 
la indukcji B wewnątrz rdzenia (tzw. „naśkórkowość magnetyczna”). Prą¬ 
dy wirowe wytwarzają własne pole magnetyczne, które, zgodnie z regułą 
Lentza, osłabia pole indukujące te prądy. Pole magnetyczne prądów wiro¬ 
wych jest najsilniejsze w środku przekroju blachy, najsłabsze na jej brze¬ 
gach, wypadkowy rozkład indukcji B ma więc postać pokazaną na rys. 
2-37. Konsekwencją rozmagnesowującego działania prądów wirowych jest 
m. in. fakt, iż doświadczalnie wyznaczone wartości współczynników o' w 


8 Teoria obwodów t. II 
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i a w mogą różnić się od wartości obliczonych teoretycznie przy równomier¬ 
nym rozkładzie indukcji B. 

Całkowite straty w rdzeniu. W praktyce interesuje nas zwykle całko¬ 
wity bilans strat energii w rdzeniu, bez uwzględniania podziału na straty 
z histerezy i z prądów wirowych. Wprowadzamy wówczas pojęcie strat- 
ności rdzenia ppe mierzonej w W/kG i równej 

PFe = Pft + P W ( 2 "46) 

Uwzględniając wzory (2-41) i (2-45) otrzymujemy 

= ( 2 - 47 ) 

Niekiedy zamiast posługiwać się wzorem (2-47) stosuje się empirycz¬ 
nie wyznaczane zależności o postaci 

P Fe = Vf ni]B % (2-48) 

stanowiące pewien „kompromis” między obu członami wzoru (2-47). 


hB 




Rys. 2-37. Rozmagnesowujące działanie Rys. 2-38. Charakterystyki stratności 
prądów wirowych blachy o grubości d = const 


Obliczenia przy użyciu wzoru (2-47) lub (2-48) nie są zbyt dogodne. 
Można ich uniknąć, jeśli dysponujemy tzw. charakterystykami stratności 
blach z danego materiału ferromagnetycznego. Charakterystyki takie (rys. 
2-38) są zwykle podawane w postaci rodziny krzywych pp e — F(B m ), któ¬ 
rych parametrem jest częstotliwość f. 

Wzory Richtera. Oprócz omówionych poprzednio wzorów (2-41), (2-45) 
i (2-47) stosuje się również tzw. wzory Richtera, będące pewnymi modyfi¬ 
kacjami tamtych zależności. Mają one postać: 



(2-49) 

(2-50) 


^ Np. dla stali krzemowej transformatorowej o zawartości 4,25% Si i grubości 
blach d = 0,35 mm przyjmuje się: n ± = 1,36, n 2 = 1,71, vj = 5,1 • 10~ 8 , przy czym: 
f [Hz], B m [T] [2.7]. 
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oraz 

£ w + a (w) 2 ] (2 ' 51) 

przy czym B m [T], f [Hz], p h , p w , p Fe [W/kG]. Stanowią one najprostszy 
chyba wariant zależności określających straty w rdzeniu i są obecnie naj¬ 
częściej używane w praktyce przy niezbyt dokładnych obliczeniach. 


PFe = Vh + V„ = BI 


Tablica 2-3 

Współczynniki Richtera blach transformatorowych 


Zawartość krzemu [%] 

0,5 

0,5 

1,0 

2,5 

4,0 

4,0 

Grubość blachy [mm] 

1,0 

0,5 

0,5 

0,5 

0,5 

0,35 

Współczynnik e 

4,4 

4,4 

4,2 

3,8 

2,8 

2,1 

Współczynnik a 

22,4 

5,6 

2,6 

1,6 

1,1 

1,1 

Stratność p Ft0 [W/kG] 
dla / = 50 Hz i B m = 1 T 

7,8 

3,6 

2,8 

2,3 

1,7 

1,3 


W tablicy 2-3 podano (według [2.3]) wartości współczynników Richte¬ 
ra 6 i a dla rozmaitych rodzajów blach. W ostatnim wierszu podane są 
również wartości stratności 



liczonej według (2-51) dla: / — 50 Hz i B m — 1 T. 

Dynamiczna pętla histerezy. Przy omawianiu zjawiska histerezy za¬ 
kładaliśmy, że zmiany natężenia pola magnetycznego są dostatecznie po¬ 
wolne. Przy tym założeniu pole ograniczone pętlą histerezy (rys. 2-34b) 




Rys. 2-39. Dynamiczne pętle histerezy 
dla różnych częstotliwości 


Rys. 2-40. Zależność dynamicznych 
krzywych magnesowania od częstotli¬ 
wości 


8* 
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jest praktycznie miarą strat pochodzących tylko z histerezy. Ze wzrostem 
jednak częstotliwości f coraz większy jest udział strat z prądów wirowych 
(zależność od f 2 ), które przy większych częstotliwościach dominują nad 
stratami z histerezy. Powoduje to, że tzw. dynamiczna pętla histerezy, tj. 
pętlowa zależność B od H zdejmowana przy danej częstotliwości f, różni 
się od (statycznej) pętli histerezy, odpowiadającej przebiegom o f^O. Ze 
wzrostem f dynamiczna pętla histerezy staje się coraz szersza, pole przez 
nią ograniczone jest bowiem miarą całkowitych strat w rdzeniu (rys. 2-39). 
Jednocześnie ze wzrostem f jest potrzebna coraz większa wartość H m do 
wytworzenia tej samej wartości B m ; w rezultacie ze wzrostem f dynamicz¬ 
na pętla histerezy nie tylko „pęcznieje”, ale i pochyla się (rys. 2-39). Powo¬ 
duje to m. in. różny przebieg krzywych komutacji zwanych też dynamicz¬ 
nymi krzywymi magnesowania 1) dla różnych częstotliwości (rys. 2-40). 

2.2.3. PODSTAWOWE RÓWNANIA CEWKI Z RDZENIEM FERROMAGNETYCZNYM 

Rozważmy teraz zachowanie się cewki z rdzeniem ferromagnetycznym 
(rys. 2-41 a) zasilanej napięciem zmiennym. Dla krótkości cewkę taką 
w dalszym tekście będziemy nazywać dławikiem 2) . Na schematach dławik 
oznacza się często symbolem pokazanym na rys. 2-41b. 



Rys. 2-41. Cewka z rdzeniem ferromagnetycznym (a) i umowny sposób zaznaczania 

obecności rdzenia (b) 

Załóżmy, że do rozważanego dławika o z zwojach jest doprowadzone 
napięcie u. Jeśli opór uzwojenia oznaczymy przez R oraz przyjmiemy, że 
do pominięcia są wszelkie efekty pojemnościowe 3) , równanie dławika mo¬ 
żemy napisać w postaci 

u -f- e in — Ri (2-52) 

!) Krzywą komutacji (dynamiczną krzywą magnesowania) rozumiemy tu jako 
miejsce geometryczne wierzchołków ( H m , B m ) rodziny dynamicznych pętli histerezy 
dla ustalonej częstotliwości; f. 

2 ) Nazwa ta pochodzi stąd, iż element taki, mając znaczną indukcyjność, wyka¬ 
zuje zwykle dużą impedancję dla składowej zmiennej prądu („dławi” ją), stanowiąc 
bardzo mały opór dla składowej stałej. Z tej właściwości wynika wiele zastosowań 
praktycznych dławika. 

3 ) Mogą one być konieczne do uwzględnienia przy dużych częstotliwościach. 
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gdzie 


dtp 

dt 


(2-53) 


jest całkowitą siłą elektromotoryczną indukowaną w uzwojeniu, ip jest cał¬ 
kowitym strumieniem skojarzonym uzwojenia. Przenosząc składnik e in 
na prawą stronę równania (2-52) i oznaczając 


u !n = — e, 


dxp 

dt 


(2-54) 


otrzymujemy równanie dławika w postaci 


lub 


u = Ri+u in 


u = Ri + 


dy> 

dt 


(2-55) 

(2-56) 


Wielkość u in będziemy nazywać całkowitym napięciem indukowanym. 

Oznaczmy strumień wytworzony w rdzeniu przez 0 (nazywamy go 
strumieniem głównym) i przyjmijmy, że 

yj — z0 (2-57) 

Wówczas 


e,„ = e, 


—z 


d0 

dt 


(2-58) 


oraz 


u. 


~ u, 


= z 


d0 

dt 


gdzie przez e L i u L oznaczyliśmy siłę elektromotoryczną i napięcie induko¬ 
wane przez strumień główny 0. Przyjęcie zależności (2-57) i, w konsek¬ 
wencji (2-58), oznacza, że indukowana siła elektromotoryczna jest wywo¬ 
łana tylko przez strumień główny zamykający się w rdzeniu. Przyję¬ 
cie (2-57) jest zatem równoważne założeniu o braku rozproszenia magne¬ 
tycznego, tj. braku strumienia rozproszenia, zamykającego się poza rdze¬ 
niem (istnienie takiego strumienia rozproszenia uwzględnimy w p. 2.2.5). 

Przy przyjętych założeniach równanie dławika przybiera postać 

d0 

u = Kż+z-— (2-59) 

która będzie podstawą dalszych rozważań. 

Podane równania są słuszne zarówno dla cewki powietrznej (bez rdze¬ 
nia ferromagnetycznego) jak i dla cewki z rdzeniem ferromagnetycznym. 
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Rozróżnienie tych przypadków następuje dopiero przez sprecyzowanie za¬ 
leżności ip (lub $) od i. 

Cewka bez rdzenia jest elementem realizującym liniową indukcyj- 
ność L. W tym przypadku mamy (por. p. 1.1.1): 


= Li, 


Ui n 


L 


di 
d t 


i (2-56) przybiera postać równania różniczkowego liniowego 

u = Ri+L -~~ 
d t 

o którym była mowa w tomie 1. 

Obecnie interesować nas będzie przypadek nieliniowy związa¬ 
ny z obecnością rdzenia ferromagnetycznego. Przypadek ten jest trudny 
do opisu formalnego, jak wynika bowiem z dotychczasowych rozważań, 
właściwości rdzenia nie da się opisać jedną charakterystyką B = f(H), 
niezależną od charakteru i parametrów przebiegu czasowego H lub B. Za¬ 
leżność B od H dla rdzenia określa jednak zależność yod i, mamy bo¬ 
wiem: 

%p^z® = zSB (2-60) 

oraz 

i = — (2-61) 


gdzie: I — długość średniej linii magnetycznej w rdzeniu; £ — przekrój 
rdzenia. Wynika stąd, że cewki z rdzeniem ferromagnetycznym nie można 
opisać jedną charakterystyką typu ip — fi(i) niezależną od parametrów, np. 
prądu i, nie można więc uważać jej za element nieliniowy idealny (idealną 
indukcyjność nieliniową) w sensie omówionym w rozdz. 1. Powoduje to, 
że równanie różniczkowe nieliniowe (2-56) lub (2-59) opisujące dławik jest, 
praktycznie biorąc, do rozwiązania jedynie przy pewnych założeniach upra¬ 
szczających i przy zastosowaniu metod przybliżonych. 

Obecnie zajmiemy się przybliżoną analizą jednego z takich przypad¬ 
ków uproszczonych, odpowiadającego pracy dławika w stanie ustalonym 
przy zasilaniu sinusoidalnym. 


2.2.4. PRZYBLIŻONA ANALIZA PRACY DŁAWIKA ZASILANEGO NAPIĘCIEM 

SINUSOIDALNYM 


Załóżmy, że napięcie u doprowadzone do dławika (rys. 2-41) jest sinu¬ 
soidalnie zmienne 


u — U m cos cot 


(2-62) 
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Gdyby przyjąć, że opór uzwojenia R jest równy zeru 

R = 0 


z równania (2-59) otrzymalibyśmy zależność 


U m cos (Ot = z 


d0 
d t 


(2-63) 

(2-64) 


od razu umożliwiającą wyznaczenie przebiegu strumienia 0 w czasie bez 
konieczności rozwiązywania równania różniczkowego nieliniowego (2-59). 
Wartość praktyczna rozwiązania uzyskanego przy założeniu (2-63) polega 
na tym, iż można je uważać za przybliżone rozwiązanie problemu 
przy dostatecznie małej wartości oporu R, co zwykle odpowiada realnym 
warunkom pracy dławika. Ściśle jednak biorąc, chodzi tu nie tyle o do¬ 
statecznie małą wartość oporu R, ile o to, aby napięcie u R = Ri było dosta- 

tecznie małe w porównaniu z napięciem indukowanym: u L = z-^-, gdyż 
dopiero to założenie umożliwia przyjmowanie w przybliżeniu, że 


u f===i u L (2-65) 

tzn. 

d<5 

U m cosajt^z (2-66) 

Z (2-64) otrzymujemy przez całkowanie 

0 = sin a>t+0 o 

ZCD 


gdzie 0 Q - 

- stała całkowania. Przyjmując = 0 (w rdzeniu nie 

wystę- 

puje składowa stała strumienia) otrzymujemy 



0 = - --sin wt 
zco 

(2-67) 

lub 

0 ~ 0 m sin cot 

(2-68) 

gdzie 

U m U m 

0 — m — m 
m (oz 2jtfz 

(2-69) 

Wprowadzając wartość skuteczną doprowadzonego napięcia: |U| = 
otrzymujemy z (2-69) 

Vjf2 


« = ' u| 

4,44 jz 

(2-70) 


Widzimy więc, że przy pominięciu spadku napięcia na oporze R prze¬ 
bieg strumienia 0 w czasie jest wymuszony przez przebieg doprowadzo- 
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nego napięcia u. Przy założeniu (2-62) strumień zmienia się sinusoidalnie 
z amplitudą <£ m określoną przez (2-70) i opóźnia się w fazie względem na¬ 
pięcia o n/2. 

Zajmiemy się teraz wyznaczeniem przebiegu czasowego prądu i. Po¬ 
sługując się metodą graficzną rozważymy dwa przypadki: najpierw zaj¬ 
miemy się przypadkiem idealnego rdzenia ferromagnetycznego bez strat 
na histerezę i prądy wirowe, a następnie omówimy rzeczywisty przypa¬ 
dek rdzenia ze stratami. 

1. Rdzeń bez strat. Przy braku strat w rdzeniu zależność B od H, 
a więc również od i — por. (2-60) i (2-61) — jest „linią cienką”, tzn. nie 
ma charakteru pętlowego (rys. 2-42). Przyjmując, zgodnie z (2-68), sinu¬ 



soidalny przebieg strumienia możemy bez trudu wyznaczyć graficznie prze¬ 
bieg prądu i (rozdz. 1). Jeśli amplituda $> m strumienia jest dostatecznie 
duża, prąd i jest odkształcony, co jest wynikiem nieliniowości charakte¬ 
rystyki ^ ~ F(i). Zniekształcenia przebiegu prądu i są jednak takie, że nie 
powodują — w porównaniu z sinusoidą strumienia — ani przesunięcia 
ekstremów, ani miejsc zerowych. Mówimy krótko, że przebieg prądu i 
jest „w fazie” z sinusoidą strumienia 

Rozważmy rozwinięcie w szereg Fouriera prądu i. Charakterystyka 
0 = F(i) jest symetryczna, a więc w rozwinięciu tym mogą wystąpić tyl- 
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ko nieparzyste harmoniczne (por. 1.2.4). Jednocześnie: i(— cot) = —i(cot), 
a więc w rozwinięciu nie wystąpią cosinusy. Ostatecznie dla przebiegu prą¬ 
du i pokazanego na rys. 2-42 możemy napisać 

i = I ml sin cot —I m3 sin 3 cot+I m5 sin 5cot— ... (2-71) 

gdzie I m k są amplitudami poszczególnych harmonicznych. Wartość maksy¬ 
malna prądu (rys. 2-42) wynosi 

i max = = ^1+43+45+ - 

i jest większa niż amplituda podstawowej harmonicznej. 

Moc czynna P pobierana przez dławik jest w tym przypadku równa 

zeru 

T T oo 

p = ~f- j ui dt = - T ~ f V 1 * = = O (2-72) 

O O k = l 

gdyż moce wszystkich harmonicznych są równe zeru 1} 

Pi = P 3 = P 5 = ... = O 

Odpowiada to oczywiście przyjętym założeniom o braku strat zarówno 
w uzwojeniu (R = O, a więc: u = u L ) jak i w rdzeniu. 

Mimo iż przebieg prądu i jest odkształcony, ze względów praktycz¬ 
nych często dogodne jest posługiwanie się zastępczym przebiegiem si¬ 
nusoidalnym prądu i. Jeśli np. będziemy abstrahować od kształtu przebie¬ 
gu prądu z rys. 2-42, możemy wówczas wprowadzić zastępczy przebieg si¬ 
nusoidalny (rys. 2-43) 

i = I m sin cot — )/ 2 \I\ sin cot (2-73) 

który spełnia następujące warunki: 

a) moc czynna pobierana przez dławik musi pozostać niezmieniona, 
tj. równa zeru, a więc prąd (2-73) opóźnia się w fazie o tc/ 2 względem na¬ 
pięcia (2-62); 

b) wartość skuteczna zastępczej sinusoidy (2-73) jest taka sama jak 
rzeczywistego prądu odkształconego (2-71), tzn. 

W = l/y (2-74) 


*) Moc Pi jest równa zeru, gdyż składowa podstawowa prądu (2-71) opóźnia się 
w fazie o k/2 względem napięcia (2-62). Moce wyższych harmonicznych są równe zeru, 
ponieważ napięcie (2-62) ma tylko składową podstawową. 
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Rys. 2-43. Rzeczywisty przebieg prądu i 
oraz Jego zastępczy przebieg sinusoi¬ 
dalny 



Ul—U L 

Rys. 2-44. Wykres wskazowy dławika 
bez strat 


Po wprowadzeniu zastępczej sinusoidy (2-73) prądu i wszystkie roz¬ 
ważane wielkości są sinusoidalnie zmienne. Można je zatem przedstawić 
jako wskazy na wykresie wskazowym (rys. 2-44 ) 1 K 

2. Rdzeń ze stratami. Przyjmijmy teraz, że zależność ( P od i ma po¬ 
stać dynamicznej pętli histerezy (rys. 2-45) uwzględniającej całkowite stra- 



Na wykresie tym, podobnie jak i na dalszych wykresach wskazowych, wskaż 
strumienia oznaczyliśmy tą samą literą & co jego przebieg chwilowy (2-68). 
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ty w rdzeniu (p. 2.2.2). Konstrukcja graficzna przedstawiona na rys. 2-45 
umożliwia wyznaczenie kształtu przebiegu czasowego prądu i. Prąd ten 
jest wyraźnie odkształcony, przy czym zauważamy pojawienie się prze¬ 
sunięcia miejsc zerowych prądu względem strumienia: prąd i już nie jest 
„w fazie” ze strumieniem 

Prąd i można teraz przedstawić w postaci sumy dwóch składowych 

i = ije-M/ł (2-75) 

zwanych odpowiednio: i Fe — składową strat, — składową magnesującą. 
Składową strat w rdzeniu i Fe możemy uważać, za tę część prądu i, która 
jest potrzebna na pokrycie strat cieplnych w rdzeniu. Jest ona zatem 
w fazie z napięciem u, tzn. 

i Fe = I mFe cos a>t = ]/2 |I Fe | cos (ot (2-76) 

gdzie: I m Fe — amplituda; |I Fe | — wartość skuteczna składowej strat. 
Składowa magnesująca reprezentuje tę część prądu i, która jest potrzeb¬ 
na do wytworzenia w rdzeniu strumienia o rozważanym przebiegu. Jest 
ona (w przybliżeniu) identyczna z całkowitym prądem i — wzór (2-71) — 
w poprzednim przypadku rdzenia bez strat. Graficzny rozkład prądu i na 
obie składowe pokazano na rys. 2-46. 

Moc czynna P pobierana przez dławik jest teraz równa 
r t 

p = -jr / uidt = ~ J ui Fe dt = P Fe = |U| |I Fe | (2-77) 

0 o 


Moc ta jest równa mocy P Fe traconej na ciepło w rdzeniu wskutek zjawi¬ 
ska histerezy i prądów wirowych i może być obliczona również jako 

^FeH^II-y =P F e G (2-78) 

gdzie: p Fe — stratność rdzenia; G — jego ciężar (p. 2.2.2). 



Rys. 2-46. Rozkład prądu i na dwie skła¬ 
dowe według wzoru (2-75) 



Rys. 2-47. Wykres wskazowy i schemat 
zastępczy dławika z uwzględnieniem 
strat w rdzeniu 
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Składowa magnesująca ma przebieg odkształcony, jest jednak „w fa¬ 
zie” ze strumieniem d>. Analogicznie jak poprzednio, możemy zatem wpro¬ 
wadzić zastępczy przebieg sinusoidalny składowej magnesującej 

V = Im/* sin cot = j/ 2 |lj sin ait (2-79) 

Prąd całkowity i (zwany często 'prądem wzbudzającym i oznaczany także 
ic P — por. p. 2.3.2) możemy zatem, zgodnie z (2-75), przedstawić również 
w postaci zastępczego przebiegu sinusoidalnego 

i = ipe+i, = I mF e c °s sin cot = I m sin (a>t+a) (2-80) 

gdzie 

i -= v* w = 

a = arctg -y--- = arctg -yy- 

i m/i |i/i| 

Przy przyjętych założeniach (R = 0, u = Ui) wielkości opisujące dła¬ 
wik z uwzględnieniem strat w rdzeniu możemy zatem przedstawić na wy¬ 
kresie wskazowym pokazanym na rys. 2-47a. Musimy jednak pamiętać, 
iż prąd magnesujący i jest w rzeczywistości odkształcony i na wykresie 
jest reprezentowany przez wskaż przedstawiający zastępczy przebieg 
sinusoidalny (2-79). W konsekwencji również prąd wzbudzający i jest re¬ 
prezentowany przez wskaż 

I = hc+I, (2-81) 

odpowiadający zastępczej sinusoidzie (2-80). 

Wykresowi wskazowemu z rys. 2-47a odpowiada schemat zastępczy 
podany na rys. 2-47b. Występuje w nim indukcyjność L (zwana indukcyj- 
nością główną), której uzyskanie jest głównym celem stosowania dławika, 
oraz opór P Fe reprezentujący straty w rdzeniu. Zwracamy uwagę, że im 
straty te są większe, tym większy jest (przy danym napięciu U) prąd I Fe , 
a więc tym mniejszy jest opór Rp e . Przy braku strat w rdzeniu mamy: 
I Fe = 0, a więc: jR Fe — 

2.2.5. UWZGLĘDNIENIE OPORU UZWOJENIA ORAZ INDUKCYJNOSCI 

ROZPROSZENIA 

Jak już wspominaliśmy, rozwiązanie uzyskano w p. 2.2.4. przy zało¬ 
żeniu jR = 0 można uważać za rozwiązanie przybliżone przy dostatecznie 
małym spadku napięcia: u% = Ri na oporze R uzwojenia. Podobnie jak 
opór R, na dokładność tego rozwiązania ma jednak również wpływ induk¬ 
cyjność rozproszenia L r . Omówimy krótko tę sprawę. 
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Przy dokładniejszym rozważeniu geometrii strumienia magnetyczne¬ 
go wytworzonego przez prąd dławika może okazać się, że niecałe skojarze¬ 
nie magnetyczne yj jest związane ze strumieniem głównym 0 zamykają¬ 
cym się w rdzeniu (rys. 2-48). Oprócz strumienia 0 może powstawać rów¬ 
nież tzw. strumień rozproszenia 0 r , częściowo lub całkowicie zamykający 
się poza rdzeniem (tj. w powietrzu). Występowanie tego strumienia jest 
związane ze skończoną wartością przenikalności magnetycznej rdzenia 



Rys. 2-48. Strumień rozproszenia $ r w dławiku 


oraz z niedokładnym przyleganiem uzwojenia do rdzenia i jest w dużym 
stopniu zależne od cech konstrukcyjnych cewki i rdzenia. W takim przy¬ 
padku zamiast równania (2-57) przyjmujemy 1) : 

yj — z0 r -\-z0 (2-82) 

Strumień rozproszenia 0 T zamyka się (przynajmniej w znacznej czę¬ 
ści) przez powietrze, zależy zatem praktycznie liniowo od prądu i. Może¬ 
my więc napisać 

z0 r = L r i (2-83) 

gdzie L r — indukcyjność rozproszenia. Całkowite napięcie indukowane 
u in jest teraz równe — por. (2-54) 


gdzie 


u.. 


dyj 
~d t 



+ u L 


(2-84) 


u L = z 


d$ 

dt 


(2-85) 


jest, jak poprzednio, napięciem indukowanym tylko przez strumień głów¬ 
ny 0. 


ń Równanie (2-82) w sposób najprostszy uwzględnia fakt istnienia strumienia 
rozproszenia, zakłada bowiem, iż wszystkie linie strumienia kojarzą się ze wszyst¬ 
kimi zwojami uzwojenia (stąd iloczyn: z 0 V ). W rzeczywistości obraz zjawiska jest 
bardziej skomplikowany, występują bowiem takie linie pola magnetycznego rozpro¬ 
szonego, które kojarzą się tylko z częścią uzwojenia [2.6, 2.7]. 
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Równanie dławika (2-56) przybiera zatem postać 

rli 

u = Ri+L t -~+u L (2-86) 

gdzie napięcie u L jest wyrażone wzorem (2-85). Aby więc wyniki uzyskane 
w p. 2.2.4, tj. przy założeniu u = u L , dały się przenieść na przypadek opi¬ 
sywany równaniem (2-86), trzeba, żeby oba spadki napięcia: na oporze R 
i na indukcyjności rozproszenia L r były dostatecznie małe w porównaniu 
z napięciem u L . Innymi słowy, pisząc równanie dławika dla wielkości 
wskazowych (z uwzględnieniem wprowadzonej zastępczej sinusoidy prą¬ 
du i) 

U = RI+j(oL t I+U L (2-87) 

trzeba, aby: 

\RI\ « \U L \, \<oL r I\ < \U L \ (2-88) 

Warunki te są zwykle w praktyce spełnione i wówczas jest możliwy 
następujący, przybliżony tok obliczeń. Przyjmujemy najpierw, że u — u L 
(tzn. R = 0 i L r = 0) i przy tym założeniu wyznaczamy, zgodnie ze wzo¬ 
rami podanymi w p. 2.2.4 przebiegi czasowe: strumienia $ oraz prądów 
^Fe, h a także ich zespolone wartości skuteczne. Po obliczeniu prądu I 
wyznaczamy wartość TJ zgodnie z (2-87) i sprawdzamy, o ile różni się ona 
od wartości założonej. Im mniejsza jest ta różnica, tym dokładniejsze są 
nasze wyniki. 



e l =-u l 


Rys. 2-49. Pełny wykres wskazowy dławika 

Równaniu (2-87) w połączeniu z poprzednimi rezultatami z p. 2.2.4 
odpowiada wykres wskazowy przedstawiony na rys. 2-49. Na podstawie 
tego wykresu wskazowego możemy bez trudu podać już kompletny sche¬ 
mat zastępczy dławika, pokazany na rys. 2-50. 
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Wartości elementów tego schematu zastępczego, a zwłaszcza induk- 
cyjność L, zależą od parametrów napięcia zasilającego. Dla ustalonej czę¬ 
stotliwości f przy wzroście napięcia |C7| rośnie, zgodnie z (2-70), ampli¬ 
tuda strumienia 0 m , rośnie więc również B m . Punkt pracy ( H m , B m ) wcho¬ 
dzi na zakrzywienie dynamicznej krzywej magnesowania (por. rys. 2-40), 
czemu towarzyszy gwałtowne zwiększenie prądu magnesującego \I^\ 
i zmniejszenie indukcyjności L. W rezultacie tzw. charakterystyka dławi¬ 
ka, tj. zależność między wartościami skutecznymi \I\ i |U| przy ustalonej 


T R Lr 



Rys. 2-50. Kompletny schemat zastęp¬ 
czy dławika 



Rys. 2-51. Charakterystyka dławika 


częstotliwości ma postać podaną na rys. 2-51, przy czym kształt tej cha¬ 
rakterystyki jest zbliżony do kształtu krzywej komutacji (z uwzględnie¬ 
niem przestawienia osi współrzędnych). 

Taki kształt charakterystyki dławika stwarza możliwość wystąpienia 
bardzo dużego prądu (grożącego np. zniszczeniem dławika) przy zwiększe¬ 
niu napięcia poza znamionowe napięcie pracy. 

Uwaga. Przy pominięciu spadków napięcia na oporze uzwojenia i na induk¬ 
cyjności rozproszenia mamy u — ul i napięcie indukowane ul zmienia się, zgodnie 
z (2-62), w sposób z góry narzucony (w rozważanym przypadku — sinusoidalnie). Kon¬ 
sekwencją tego jest sinusoidalny przebieg strumienia wyrażony wzorem (2-68). 
Gdyby jednak rozważać dokładniejsze równanie (2-86) i uwzględnić, że prąd i ma 
przebieg odkształcony, napięcie 

d$ , di 

U L = 2 “dF = u ~ Rl ~ L r “dF 

będzie miało również przebieg w jakimś stopniu odkształcony i w rezultacie będzie 
również odkształcony strumień <&. Zawartość harmonicznych w przebiegu czasowym 
strumienia $ (tj. odstępstwo od kształtu sinusoidalnego) jest zatem następstwem 
wpływu niezerowego oporu R lub niezerowej indukcyjności L r i jest tym większa, 
im większe są spadki napięcia na tych elementach w porównaniu z napięciem indu¬ 
kowanym UL- 


2.2.6. PRZYKŁADY 

Podamy teraz przykłady obliczania wielkości charakteryzujących 
cewkę z rdzeniem ferromagnetycznym. 
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1. Rozważmy dławik o rdzeniu toroidalnym (rys. 2-52) i o następują¬ 
cych danych: 

a) rdzeń o wymiarach: D t = 52 mm, D 2 — 78 mm, h = 20 mm, jest 
wykonany z blachy transformatorowej o zawartości 4°/a Si, grubości d = 



Rys. 2-52. Dławik z przykładu 1 


— 0,35 mm i ciężarze właściwym c w — 7,6 G/cm 3 ; współczynnik wypełnie¬ 
nia przekroju rdzenia k = 0,9; 

b) napięcie znamionowe dławika | U | = 100 V, częstotliwość f = 400 
Hz; uzwojenie o z = 200 zwojach ma przy tej częstotliwości opór R = 

— 2 Q, indukcyjność rozproszenia jest do pominięcia. 

Rdzeń i pole magnetyczne w rdzeniu. Przekrój rdzenia S 


S = — — _ h = 2,6 cm 2 


Przekrój użyteczny S Fe (część przekroju wypełniona przez ferromag- 
netyk) 

S Fe = kS = 0,9 • 2,6 = 2,34 cm 2 
Długość średniej linii magnetycznej l 

l = tc D = 20,4 cm 


Ciężar rdzenia (ferromagnetyka) 


G Fe = c w S Fe l = 7,6 • 2,34 • 20,4 = 362 G = 0,362 kG 
Przy pominięciu oporu R amplituda strumienia w rdzeniu 

0 a JPL a _ 

m 4,44fz 4,44-400-200 


= 2,82-10~ 4 Wb 
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Amplituda indukcji magnetycznej B m jest zatem równa 


B 


m 



&Fe 


2,82- Kr 4 

2,34-10" 4 


T 


Przyjmujemy w przybliżeniu, że w rozważanym przypadku krzywa 
komutacji (tj. zależność B m od H m ) pokrywa się z pierwotną krzywą mag¬ 
nesowania. Korzystając z krzywej Cj podanej na rys. 2-15 odczytujemy dla 
B m = 1,21 T 

H m = 5,2 A/cm 

Maksymalna wartość siły magnetomotorycznej (przepływu) © max wy¬ 
nosi więc ą 

® m ax = H m l = 5,2 • 20,4 = 106 A 

Prąd magnesujący i prąd strat. Maksymalna wartość przepływu S max 
jest również równa 

fi) z=z 71 

Ky max *' v max 

Z rysunku 2-46 wynika jednak, że i max — i^ max - Gdyby więc prąd 
magnesujący i, 4 był sinusoidalny, jego wartość skuteczna wynosiłaby 

|I„| = (2-89) 

| 2 z 

Ponieważ jest to prąd odkształcony, jego wartość skuteczna jest mniej¬ 
sza od (2-89) i może być wyrażona w postaci 



e 


max 


j/2 zf 


(2-90) 


gdzie | — tzw. współczynnik szczytu. Dla krzywej prądu magnesujące¬ 
go (rys. 2-42, 2-43, 2-46) współczynnik £ można uzależnić od amplitudy B m 
indukcji magnetycznej (rys. 2-53). Z wykresu podanego na rys. 2-53 od¬ 
czytujemy dla B m — 1,21 T 


|= 1,12 



Rys. 2-53. Zależność współczynnika szczytu £ od amplitudy B m indukcji magne¬ 
tycznej 


9 Teoria obwodów t. II 
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Stąd, zgodnie z (2-90) 


W 


106 

1,41 -200 •1,12 


= 0,335 A 


Zgodnie ze wzorem Richtera (2-51) obliczamy stratność rdzenia przyj¬ 
mując na podstawie tabl. 2-3 wartości współczynników Richtera: e = 2,1, 
a = 1,1: ■ 


PFe = Pft+Pu,= 




ioo ' “ \ ioo; 

Stąd moc czynna tracona w rdzeniu 

P Fe = p Fe G Fe = 38,1 • 0,362 = 13,8 W 
Wartość skuteczna prądu strat 

I- I -pFe 13,8 


B 2 = (2,1 -4 + 1,1-16) 1,21 2 = 38,1 W/kg 


‘Fel 


\u\ 


100 


= 0,138 A 


Wartość skuteczna prądu całkowitego (prądu wzbudzającego) wynosi 
zatem (por. wykres z rys. 2-49) 


I = }/[I M :2 + : J Fc 2 = j/0,335 2 +0,138 2 = 0,362 A 
a kąt a (rys. 2-49) 

a = arctgJ|yy- = arctg = 22°25' 

Po zakończeniu obliczeń sprawdzamy, jaka jest wartość skuteczna 
spadku napięcia na oporze R 

[t7 fi | = r\i\ = 2• 0,362 = 0,72 V 

Jest ona mała wobec \U\ = 100 V, uznajemy zatem uzyskane wyniki za 
prawidłowe. 

Całkowita moc pobrana przez dławik 


P = P Fe +R|lj 2 = 13,8 + 2-0,362 2 = 14,1 W 

Elementy schematu zastępczego. Na podstawie uzyskanych wyników 
obliczamy od razu: 


Ppe — 


\U\ 




‘Fe! 


100 

0,138 

100 


725 Q 


2^-400-0,335 


0,119 H 
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2. Rozważmy dla porównania dławik o takich samych danych, ale 
z wyciętą w rdzeniu szczeliną powietrzną o grubości l p = 0,5 mm. 

Wartości <P m , B m i H m nie ulegają zmianie. Amplituda indukcji mag¬ 
netycznej w szczelinie powietrznej 

Bpm = = kB m = 0,9-1,21 = 1,09 T 

a stąd 

= ~ = = °- 87 • 1» 6 = 8700 A/cm 

Wartość maksymalna siły magnetomotorycznej (przepływu) jest więc 
teraz większa i wynosi 


© max = H m l+H pm l p = 106+435 = 541 A 
Wobec linearyzacyjnego wpływu szczeliny możemy uważać, że prąd 
magnesujący i M jest w przybliżeniu sinusoidalny, a więc jego wartość sku¬ 
teczna jest równa, zgodnie z (2-89), 



©ma. = 541 

l/2 "2 1,41*200 


= 1,91 A 


Prąd strat w rdzeniu I Fe nie ulega zmianie, a więc wartość skutecz¬ 
na prądu całkowitego 


\l\ = ]/|l,J 2 +|l Fe | 2 = |/l,91 2 +0,14 2 = 1,92 A 
Spadek napięcia na oporze R jest teraz 

\U r \ = R\I\ = 2-1,92 = 3,84 V 
a moc całkowita pobierana przez dławik 

P = P Fe +Pjl| 2 = 13,8+2 • 1,92 2 = 21,2 W 
Opór strat w rdzeniu R Fe pozostaje niezmieniony, zmniejszyła się na¬ 
tomiast znacznie indukcyjność L dławika 

U 100 


L 


2jtf|I„| 2 jt • 400-1,91 


= 20,8 mH 


ZADANIA 

2.6. Pomiary całkowitej stratności blachy transformatorowej przeprowadzone dla 
takiej samej wartości B m oraz dla dwóch częstotliwości = 100 Hz, f 2 = 500 Hz dały 
następujące wyniki: p F ei = 4,5 W/kG, PFer = 52,5 W/kG. Wyznaczyć podział strat 
całkowitych na straty z histerezy i z prądów wirowych dla obu częstotliwości. 

Odp. 

p hl = 3 W/kg p wl = 1,5 W/kg 

P hi = 15 W/kg p w3 = 37,5 W/kg 


s* 
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Uwaga: na rys. 2-54 pokazano graficzny sposób podziału strat na straty 
z histerezy i z prądów wirowych. 

2.7. Przyjmując, że pomiary stratności z zad. 2.6 odbywały się przy wartości 
maksymalnej indukcji B m = 1 T, wyznaczyć współczynniki Richtera sio rozważanej 
blachy transformatorowej. 

Odp. 


s — 3 o= 1,5 



Rys. 2-54. Graficzny sposób podziału strat całkowitych na straty z histerezy i z prą¬ 
dów wirowych 

2.8. Zakładając, że dławik jest zasilany napięciem sinusoidalnyrh o częstotliwości f 
i wartości skutecznej | U |, wykazać posługując się wzorami Richtera, że opór Rp e 
(rys 2-50) reprezentujący straty w rdzeniu: 

a) nie zależy od | U |, 

b) zależy od częstotliwości f według zależności 

Rp e — a ~ 

£+a Too‘ 

gdzie: a — stała; s, o — współczynniki Richtera. 

2.9. Prąd wzbudzający dławika jest sinusoidalnie zmienny 

i — I m sin cot 

Pomijając straty w rdzeniu oraz uzwojeniu (tj. przy R = 0, Rie — °°) wyznaczyć 
przebieg strumienia (pomijając strumień rozproszony) oraz napięcia u na zacis¬ 
kach dławika. 

Wskazówka. Zależność od i przyjąć jak na rys. 2-42. 

I 




Rys. 2-55. Sżeregowy schemat zastępczy dławika 

2.10. Oprócz schematu zastępczego dławika przedstawionego na rys. 2-50 stosuje 
się niekiedy również szeregowy schemat zastępczy przedstawiony na rys. 2-55. Wy¬ 
znaczyć dla co — const wartości R s i L s w zależności od parametrów schematu z rys. 
2-50. 
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Odp. 


R s — R + R Fe 


co 2 L 2 _ 
Rf e + o7L> 


- <=iRp 


Fe 


a> 2 L 2 

R| e + o?L 2 


Rp e ^Fe 

L ‘" Lr+L ' 4WP' ~ L 

2.11. Sprawdzić, że ze wzorów podanych w zad. 2.10 otrzymujemy przy Rf e ^> 
co L: 

L s f&L, R Fe R s f==> co 2 L 2 

2.12. Obliczyć wartość R s i L s dla dławika z przykładu 1, p. 2.2.6, przy f = 
= 400 Hz. 

Odp. 


R s = 108 Q, L s = 0,102 H 

2.13. Obliczyć wartość indukcyjności L dławika z przykładu 1, p. 2.2.6, rys. 2-52 
przy f = 400 Hz dla trzech wartości skutecznych napięcia: a) | U | = 110 V, b) | U | = 
= 120 V, c) | U | = 130 V. 

Odp. a) L = 85,2 mH; b ) L~ 61,6 mH, c) L = 40,0 mH 

2.14. Obliczyć wartości [lF e |, | Z i, Hfc i L dławika z przykładu 1, p. 2.2.6, 
rys. 2-52 przy | U | = 100 V, dla dwóch częstotliwości: a) f — 300 Hz, b) f = 500 Hz. 

Odp. 


a) jI Fe |. = 0,152 A, 
R Fe - 658 Q, 

b) |I Fe ] = 0,130 A, 
R Fe = 770 Q, 


|Jj = 1,60 A; 
L — 33,2 mH 
!l„| = 1,72 A, 
L = 184 mH. 


2.3. TRANSFORMATOR Z RDZENIEM FERROMAGNETYCZNYM 

Nawiązując do rozważonych w p. 2.2 zagadnień związanych z cew¬ 
ką nawiniętą na rdzeń ferromagnetyczny, zajmiemy się teraz niektórymi 
problemami dotyczącymi transformatora, tj. urządzenia otrzymywanego 
przez nawinięcie kilku uzwojeń na wspólny rdzeń. Ograniczymy się do 
rozważenia przypadku najprostszego, ale również najważniejszego — 
transformatora dwuuzwojeniowego. 

Transformator taki ma liczne zastosowania, wszystkie one wykorzy¬ 
stują jednak następujący efekt podstawowy: przy doprowadzeniu do jed¬ 
nego z uzwojeń napięcia sinusoidalnego zmiennego w drugim uzwojeniu 
powstaje również napięcie (w przybliżeniu) sinusoidalne, przy czym sto¬ 
sunek wartości skutecznych tych napięć jest określony przez stosunek 
liczby zwojów obu uzwojeń. Dzięki zastosowaniu sprzężenia magnetycz¬ 
nego uzwojeń przez strumień w rdzeniu ferromagnetycznym można, jak 
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zobaczymy, uzyskać właściwości transformatora z rdzeniem zbliżone do 
właściwości transformatora idealnego (por. tom 1). 

W dalszej części tego rozdziału transformator dwuuzwojeniowy z rdze¬ 
niem ferromagnetycznym będziemy nazywać po prostu transformatorem. 

Ze względu na duże trudności uzyskania ścisłych rozwiązań równań, 
analizę pracy transformatora zasilanego napięciem sinusoidalnym przepro¬ 
wadzimy sposobem przybliżonym, w pełni analogicznym do tego, jaki za¬ 
stosowaliśmy w p. 2.2.4 w odniesieniu do cewki z rdzeniem ferromagne¬ 
tycznym. 


2.3.1. PODSTAWOWE RÓWNANIA TRANSFORMATORA 


Rozważmy transformator przedstawiony schematycznie na rys. 2-56a. 
Transformator taki jest czwórnikiem, który często bywa przedstawiany 
umownie w sposób pokazany na rys. 2-56b. Przyjmijmy położenie zacis- 



Rys. 2-56. Transformator nie odwracający fazy 


ków jednoimiennych (zaznaczonych gwiazdką) jak na rys. 2-56a. Ozna¬ 
cza to, że całkowita siła magnetomotoryczna działająca w obwodzie mag¬ 
netycznym utworzonym przez rdzeń jest sumą przepływów obu uzwojeń 
(rys. 2-56c): 

e M = ®i + ©2 = iiZ 1 +i 2 z 2 (2-91) 

Przy dodatnich wartościach chwilowych obu prądów i l7 ^ strumień 0 
w rdzeniu jest zatem większy niż w przypadku, gdyby któryś z prądów był 
równy zeru. 

Równania transformatora z rys. 2-56a możemy napisać w postaci — 
por. (2-52) — 

% + e t -m -RiH 1 (2-92) 

u 2 -(- Oj n2 ■ ■ R 2 i 2 j 

1 ) Zaciski jednoimienne dwu uzwojeń sprzężonych magnetycznie są to takie za¬ 
ciski, że jeśli prądy w obu uzwojeniach są skierowane jednakowo względem tych 
zacisków, to całkowity strumień skojarzony z każdym uzwojeniem jest większy niż 
w przypadku braku sprzężenia między uzwojeniami. 




2.3. TRANSFORMATOR Z RDZENIEM FERROMAGNETYCZNYM 


135 


lub w postaci — por. (2-56) — 

u t 

u 2 

gdzie: 

®inl ~ 

i- e in2 = 

są całkowitymi siłami elektromotorycznymi indukowanymi w poszczegól¬ 
nych uzwojeniach, yj lf ^2 oznaczają całkowite -strumienie skojarzone, a R ± , 
R 2 —- opory poszczególnych uzwojeń, W równaniach (2-92) nie uwzględ¬ 
niono żadnych efektów pojemnościowych. 

Przyjmijmy od razu, że w transformatorze może wystąpić rozpro¬ 
szenie magnetyczne (p. 2.2.5). Polega ono na tym (rys. 2-57), że oprócz 
strumienia głównego 0 w rdzeniu, skojarzonego z obu uzwojeniami, mogą 
powstąć strumienie 0 n i 0 r2 skojarzone tylko z poszczególnymi ‘ uzwóje- 
niami. Przyjmujemy zatem 1} : 

w. = z, 0 r ,+z, 0 \ 

1 rl 1 (2-95) 

V^2 ^2 2 ^2 ^ J 

Zakładamy, że strumienie rozproszenia 0^ i 0 r2 zależą tylko od prą¬ 
dów własnych uzwojeń 2) , przy czym zależność ta jest liniowa, gdyż drogi 
tych strumieni przebiegają (całkowicie lub w dużej części) w powietrzu. 


n Do transformatora odnoszą się w pełni wszystkie uwagi z p. 2.2.5 dotyczące 
rozproszenia w dławiku, a zwłaszcza przypisek na str. 125. 

2 ) Oznacza to, że sprzężenie magnetyczne między obu uzwojeniami występuje 
tylko przez strumień główny w rdzeniu. Niekiedy zdarza się jednak (decydują o tym 
cechy konstrukcyjne rdzenia i spęsób nałożenia uzwojeń), że sprzężenie występuje 
również przez strumień zamykający się w powietrzu. Zachodzi to wówczas, gdy część 
strumienia '$ Tl kojarzy się z uzwojeniem z 2 , a część strumienia <& r2 kojarzy się 
z uzwojeniem z v W takim przypadku zamiast równań (2-96) trzeba przyjmować, że: 

z ± 0 rl — L Tl h+M p i 2 

Z 2®v2 = M ph + L r2*2 

gdzie M p — indukcyjność wzajemna odpowiadająca sprzężeniu przez strumień w po¬ 
wietrzu obu uzwojeń. We wszystkich dalszych rozważaniach będziemy zakładać, że 
M p = 0. 


■Ri ii + 

R 2 i 2 + 


dy^ 

di 

dy 2 

di 


u inl 


^ in2 


dy^ 

di 

di 


(2-93) 


(2-94) 
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Rys. 2-57. Strumienie rozproszenia i $r 2 w transformatorze 


(2-96) 


Możemy zatem napisać — por, (2-83) — 

z 1 $ rl = L tl i ± 1 
Z 2 ^r2 ~ f~'r2 ^2 1 

gdzie L rl i L r2 — indukcyjności rozproszenia poszczególnych uzwojeń. 

Po uwzględnieniu (2-95) i (2-96) całkowite napięcia indukowane u in l 
i u in 2 możemy zgodnie z (2-94) wyrazić w postaci: 


u 


u 


inl di 
d^ 2 


gdzie: 


in 2 


U L 1 = *1 


d ^i_ T di, 

Lrl di +Ulx 

L t2 +U L2 


di 


d<2> 


(2-97) 


di ’ 


u 


L 2 


d<Z> 

di 


(2-98) 


oznaczają napięcia indukowane w poszczególnych uzwojeniach tylko przez 
strumień główny. Równania (2-93) przybierają zatem postać: 


u i Rih + L^ ^ 

r. . , T di 2 , 

^2 ■^2^2'b ^r2 1 ~ U L2 


(2-99) 


gdzie u L i i ui 2 są wyrażone wzorami (2-98). 

Napięcia u Ll i u L 2 są zaznaczone na rys. 2-56a. Przy przyjętych za¬ 
łożeniach mają one zwrot zgodny z obu napięciami zaciskowymi. Gdyby 
do zacisków pierwotnych transformatora doprowadzić napięcie u lf a za¬ 
ciski wtórne pozostawić rozwarte (i 2 = 0), wówczas na zaciskach wtór¬ 
nych powstałoby napięcie u 2 = u L 2 w fazie z napięciem u ± . Z tego wzglę¬ 
du o transformatorze o zaciskach jednoimiennych jak na rys. 2-56a, b 
mówimy często, że nie odwraca fazy (chodzi tu o fazę napięcia u 2 ). Efekt 
ten uzyskujemy przez odpowiednie nawinięcie uzwojeń. 
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Rys. 2-58. Transformator odwracający fazę 


Często dogodnie jest rozważać również drugi możliwy przypadek po¬ 
łożenia zacisków jednoimiennych przedstawiony na rys. 2-58a, b. Przypa¬ 
dek ten charakteryzuje się tym, że całkowita siła magnetomotoryczna (rys.. 
2-58c) jest równa różnicy przepływów poszczególnych uzwojeń 

e M = ®i — = iiZi — i 2 z 2 (2-100) 

Przy dodatnich wartościach chwilowych prądów i ly i 2 strumień 
w rdzeniu jest (co do modułu) mniejszy niż w przypadku, gdyby któryś, 
z prądów był równy zeru. 

Warto jednak zwrócić uwagę na to, że przypadek ten można od razu 
sprowadzić do poprzedniego przez jednoczesną zmianę zwrotu strzałek 
h i u 2 > tj. prądu i napięcia wtórnego (rys. 2-59). Wynika stąd, że wszystkie 



Rys. 2-59. Sprowadzenie przypadku z rys. 2-58b do przypadku z rys. 2-56b przez 

zmianę zwrotu strzałek i 2 oraz u 2 

zależności dla transformatora z rys. 2-58 otrzymamy z zależności poprzed¬ 
nich przez zamianę i 2 na — i 2 oraz u 2 na — u 2 . 

Powtórzymy krótko te zależności. 

Równania (2-93) oraz (2-96) przybierają odpowiednio postacie: 

u 2 

oraz: 

Zl^rl 


= RjhH- 




di 

dy > 2 


L r ih 
— L r2 i 2 


di 


(2-101) 
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Wobec niezmienionej postaci równań (2-95) z (2-97) otrzymujemy: 


u inl 

d^i 

dt 

, dij , 

= Ln +li 


dv> 2 


^in2 

dt 

L ' 2 “dt" +, ‘I2 j 


(2-102) 


gdzie Ui i, u L 2 w dalszym ciągu są wyrażone przez (2-98) (zwroty tych na¬ 
pięć są zaznaczone na rys. 2-58a). Podstawiając (2-102) do (2-101) otrzy¬ 
mujemy ostatecznie: 


. . r> * . r dl* , 

u± L r i ^ 

D , , , di 2 

W-2 i l-'r2 ^ ^X2 


(2-103) 


Równania te różnią się od równań (2-99) tylko znakiem przy napięciu 
uj, 2 (por. rys. 2-56a i 2-58a). 

Przy doprowadzonym do zacisków pierwotnych napięciu u t i rozwar¬ 
tych zaciskach wtórnych (i 2 = 0) napięcie wtórne u 2 = J ~u L2 ma przeciw¬ 
ną fazę niż u t . Stąd o transformatorze z rys. 2-58 mówimy, że odwraca fazę 
(napięcia). 

Jak już znaczyliśmy, różnica między obu przypadkami, przynajmniej 
z punktu widzenia teoretycznego, nie jest istotna. Z tego względu w dal¬ 
szych rozważaniach za podstawę przyjmiemy transformator nie odwraca¬ 
jący fazy (rys. 2-56) i jego równania (2-99). 


Uwaga. W przypadku liniowym transformatora bez rdzenia ferromagnetycz¬ 
nego (transformatora powietrznego) mamy: 


Vi = Lth+Mi g 


yj 2 = M\+L 2 i 2 

i równania (2-93) przybierają postać: 


(2-104) 


dij dżg 

U 1 — Rl h + 4 

d i 2 di! 

Wg R 2 ^2 "i - Ug d - dt~ 


(2-105) 


gdzie L u L 2 — indukcyjności własne obu uzwojeń, M — indukcyjność wzajemna. Rów¬ 
nania (2-105) są liniowymi odpowiednikami równań (2-99). 

Zgodnie ze wzorami (1-53) (przykład 9, p. 1.1.3) można by w przypadku nielinio¬ 
wym przyjąć zamiast (2-104) zależności: 


x Px = 4 A > ę » = 4A > ę 

Zależności te nie są jednak przydatne w przypadku transformatora z rdzeniem 
ferromagnetycznym ze wzglądu na to, iż wobec pętlowego charakteru zależności B 
od H dla rdzenia nie można jednoznacznie ustalić analitycznej postaci funkcji Jl ± 
i fi 2 . 
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2.3.2. PRZYBLIŻONA ANALIZA PRACY TRANSFORMATORA ZASILANEGO 
NAPIĘCIEM SINUSOIDALNYM 

: Zakładamy, że transformator jest zasilany po stronie pierwotnej na¬ 
pięciem sinusoidalnym 

u i = Umi cos ort (2-106) 

Przy tym założeniu będziemy poszukiwać przybliżonych rozwiązań 
równań (2-99) w sposób analogiczny do p. 2.2.4 w przypadku dławika. 
Przyjmując że: 

R t = 0, L rl = 0 (2-107) 

otrzymujemy z pierwszego równania (2-99) 

u i = u Li= z i-^- ( 2 " 108 ) 

lub, po uwzględnieniu (2-106) 

U ml cos cot = z ± (2-109) 


Stąd identycznie jak w p. 2.2.4 otrzymujemy 


gdzie 


lub 


f I> = <& m sin cot 


0 


m 


U ml 

coz ± 




4,44/ Zl 


( 2 - 110 ) 


( 2 - 111 ) 


W transformatorze rzeczywistym strumień główny 0 w rdzeniu bę¬ 
dzie zatem wyrażał się wzorami (2-110) i (2-111) w przybliżeniu tym lep¬ 
szym, im mniejsze są wartości oporu R ± i indukcyjności rozproszenia 
L n lub, ściślej, im mniejsze są spadki napięcia na R t oraz L rl w porów¬ 
naniu z napięciem indukowanym ul±. Zauważamy przy tym, że przy przy¬ 
jęciu równości (2-108) przebieg strumienia ^ jest wymuszony przez prze¬ 
bieg napięcia u x i nie zależy ani od napięcia u 2 , ani od prądu i 2 w uzwo¬ 
jeniu wtórnym. 

Rozważymy teraz dwa przypadki: najpierw przypadek transformato¬ 
ra nieobciążonego, tzn. przy rozwartych zaciskach wtórnych (i 2 — 0), a na¬ 
stępnie przypadek transformatora obciążonego (i 2 0), gdy do zacisków 

wtórnych jest przyłączone obciążenie o impedancji Z 0 . 

1. Transformator nieobciążony (rys. 2-60). Przy i 2 = 0 drugie równa¬ 
nie (2-99) przybiera postać 

» 2 = u i2 = z 2 -^- (2-112) 
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co w połączeniu z (2-108) daje 


gdzie 



(2-113) 



(2-114) 


jest przekładnią transformatora. Z (2-113) wynika, że wobec (2-106) na¬ 
pięcie u 2 na zaciskach uzwojenia wtórnego jest też sinusoidalne, zachodzi 
zatem również równość 



(2-115) 


gdzie U u U 2 — zespolone wartości skuteczne napięć zaciskowych. 



Rys. 2-60. Transformator nieobciążony 

Prąd wtórny jest równy zeru (i 2 = 0), uzwojenie wtórne nie ma za¬ 
tem wpływu na przebieg procesów w uzwojeniu pierwotnym. Pierwsze 
równanie (2-99), które przy założeniu upraszczającym (2-107) zostało zre¬ 
dukowane do postaci (2-109), jest identyczne z odpowiednim równaniem 
(2-64) dławika. Z punktu widzenia zjawisk w uzwojeniu pierwotnym, 
transformator nieobciążony pracuje tak samo jak dławik, a jedynym do¬ 
datkowym efektem jest powstanie w uzwojeniu wtórnym indukowanego 
przez strumień główny d> napięcia u 2 określonego przez (2-112). 

Analizując przebieg prądu ij możemy zatem korzystać bez zmian z re¬ 
zultatów otrzymanych w p. 2.2.4 dla dławika. 

Oznaczmy prąd w transformatorze nieobciążonym przez i 9 (rys. 
2-60) 

ii = i? (2-116) 

Prąd ten będziemy nazywać prądem wzbudzającym transformatora. 
Zgodnie z (2-75) prąd ten można podzielić na dwie składowe 

\ “ ®Fe"ł"V (2-117) 

gdzie: — składowa strat w rdzeniu; i h — składowa magnesująca. 
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Składowa strat w rdzeniu ip e jest wyrażona wzorem (2-76). Przypo¬ 
minamy, że ma ona przebieg sinusoidalny i jest w fazie z napięciem 
(2-106). Jej wartość skuteczna |/ Fe | jest równa, zgodnie z (2-78), 

W (2-118) 

gdzie P Fe — moc strat w rdzeniu przy strumieniu <P określonym przez 
(2-110) i (2-111). 

Składowa magnesująca jest, jak wiadomo, odkształcona, a jej prze¬ 
bieg w czasie jest pokazany w przybliżeniu na rys. 2-46. Podobnie jak dla 
dławika (p. 2.2.4), składową magnesującą i M możemy wyrazić w postaci za¬ 
stępczego przebiegu sinusoidalnego (2-79). W takim przypadku prąd wzbu¬ 
dzenia i,, można przedstawić również w postaci zastępczego przebiegu si¬ 
nusoidalnego — por. (2-80) — którego zespolona wartość skuteczna jest 
równa, zgodnie z (2-81), 

l, = he+I.« (2-119) 

gdzie Jp € , Iju — zespolone wartości skuteczne prądu strat i prądu magne¬ 
sującego. 

Na podstawie tych wyników możemy narysować wykres wskazowy 
transformatora ńieobciążonego (rys. 2-61). W porównaniu z analogicznym 
wykresem wskazowym dławika (rys. 2-47) wykres ten zawiera dodatko¬ 
wy wskaż napięcia U 2 , które, zgodnie z (2-115), jest równe 

U 2 = - 1 - (2-120) 

n 

(na wykresie z rys. 2-61 przyjęto n = 2 oraz dla uproszczenia pominięto 
wskazy sił elektromotorycznych indukowanych: E L1 = — Uli, &L 2 = 

= -u L2 ). 



Rys. 2-61. Wykres wskazowy trans- Rys. 2-62. Transformator obciążony 

formatora nieobciążonego przy n = 

= 2 oraz założeniu (2-107) 
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Siła magnetomotoryczna e^, zgodnie, z (2-91) i oznaczeniem (2-116), 
jest dla transformatora nieobciążonego równa 

e M = \ z i ( 2 - 121 ) 

2. Transformator obciążony. Przyjmijmy teraz, że do zacisków wtór¬ 
nych transformatora jest przyłączony pewien dwójnik (rys. 2-62). Przyj¬ 
mując nadal założenie upraszczające (2-107) oraz dodatkowo zakładając, 
że również: 

#2 = 0, L r2 = 0 (2-122) 

otrzymujemy z równań (2-99): 

d$ d 0 i„ oV 

“l =■ > U 2= U L2 = Z 2~^f P- 123 ) 

Oznacza to, że przy założeniach (2-107) i (2-122) zachodzą poprzednio 
podane relacje napięciowe (2-113) i (2-115) oraz są one niezależne od ob¬ 
ciążenia przyłączonego do transformatora. Przy tych założeniach również 
strumień główny nie zależy od obciążenia i, podobnie jak w transfor¬ 
matorze nieobciążonym, wyraża się wzorami (2-110) i (2-111). 

Wobec tego, że strumień $ nie ulega zmianie, niezmieniona musi rów¬ 
nież pozostawać siła magnetomotoryczna e M strumień ten wywołująca, któ¬ 
ra zgodnie z (2-91) jest obecnie równa 

e M = *121 + 12 Z 2 (2-124) 

Przyrównując (2-124) do (2-121) otrzymujemy więc 

iiZi+i2Z2 — iyZi (2-125) 

Z równości tej wynika, że w porównaniu z przypadkiem braku obcią¬ 
żenia, w transformatorze obciążonym musi ulec zmianie prąd ii- Gdyby 
bowiem prąd ten pozostał niezmieniony (ii = i v ), wówczas z (2-125) wy¬ 
nikałoby, że i 2 = 0 wbrew założeniom. 

Prąd pierwotny możemy zatem podzielić na dwie składowe 

ii = v+ii (2-126) 

gdzie jest różnicą 

* l*(p 

między prądem pierwotnym i Ł w transformatorze obciążonym a prądem 
pierwotnym i ‘ w transformatorze nieobciążonym. Składowa powstaję 
zatem wskutek przyłączenia obciążenia i stąd nazywa się składową obcią* 
żeniową prądu V Podstawiając (2-126) do (2-125) otrzymujemy 

ii +12^2 = 0 
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lub 

- =- 1 (2-127) 

h n 

gdzie n — przekładnia transformatora określona przez (2-114). 

Zależnościom (2-126) i (2-127) dla przebiegów czasowych odpowia¬ 
dają analogiczne relacje dla zespolonych wartości skutecznych: 

Ii = I„+Ii (2-128) 

y - = -~r (2-129) 

i-2 71 

przy czym l v jest wyrażone wzorem (2-119). Oprócz tego mamy, zgodnie 
z (2-123): 

Ul = Uli, U 2 = U L2i = n (2-130) 


oraz (por. rys. 2-62) 


U 2 = —Z 0 I 2 


(2-131) 


gdzie Z 0 — impedancja przyłączonego do transformatora dwójnika. 



Rys. 2-63. Wykres wskazowy transformatora obciążonego impedancją Z 0 = J Z 0 [eJ£ 
przy fi > 0 i n = 2 oraz założeniach upraszczających (2-107) i (2-122) 

Na podstawie tych zależności możemy narysować wykres wskazowy 
transformatora obciążonego daną impedancją Zq przy założeniach upra¬ 
szczających (2-107) i (2-122) (rys. 2-63). 
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Uwaga. W przypadku transformatora odwracającego fazą (rys. 2-58) z rów¬ 
nań ( 2 - 103 ) przy założeniach (2-107) i (2-122) otrzymujemy: 

d<£ d$ 

U 1 = U L1 ~ * u 2 ~ U L2 ~ z 2 (2-132) 

•a stąd: 

u t U t 

— - W =~n (2-133) 

Zgodnie z (2-100) siła magnetomotoryczna 


e M ~ H z 2 


a wiąc zamiast równości (2-125) otrzymujemy teraz 


h z i~h z 2 = V 2 i (2-134) 

Podstawiając (2-126) do (2-134) otrzymujemy 

h z i ~SZ 2 = 0 


a stąd 


-a wiąc również 



(2-135) 



(2-136) 


Pozostałe relacje prądowe (2-128) i (2-119) nie ulegają zmianom. 

Widzimy wiąc, iż zależności dla transformatora odwracającego fazą możemy 
uzyskać z odpowiednich zależności dla transformatora nie odwracającego fazy przez 
-zamianą n na — n. 


2.3.3. TRANSFORMATOR IDEALNY 


Jak wiadomo (por. tom 1 oraz przykład 8, p. 1.1.3) transformatorem 
idealnym (rys. 2-64) 1} nazywamy czwórnik o równaniach: 


1 ■ 

u i nu 2 , i± — ^ %2 

lub, dla zespolonych wartości skutecznych: 

|U, = nU 2 , I, = - -ł-I 2 

n 


(2-137) 


(2-138) 


•gdzie n — przekładnia transformatora idealnego. 


^ W literaturze są spotykane również inne sposoby oznaczania transformatora 
idealnego [2.3; 2.11]. 
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Rys. 2-64. Transformator idealny 



Przypominamy podstawowe właściwości transformatora idealnego: 

a) jeśli i 2 = 0, to również — 0, co oznacza, że w nieobciążonym 
transformatorze idealnym (i 2 = 0) nie płynie również prąd pierwotny; 

b) jeśli transformator idealny obciążymy po stronie wtórnej impedan- 
cją Z 0 (rys. 2-65a), to impedancja wejściowa pierwotna Z we x 

z wel = ~ = = n% (2-139) 

~—h 

n * 

bowiem U 2 = —Z 0 Z 2 . Podobnie, przy obciążeniu transformatora idealnego 
po stronie pierwotnej impedancją Z 0 (rys. 2-65b), impedancja wejściowa 
wtórna Z we 2 1 

Z»., = ^-Z, (2-140) 

Właściwości transformatora idealnego są niezwykle korzystne. Wiąże 
się to z postacią równań (2-137) lub (2-138), które są od siebie niezależne, 
nie zależą ponadto od warunków pracy (m. in. od obciążenia). Z tego 
względu staramy się w praktyce jak najbardziej zbliżyć właściwości trans- 




?we2 



Rys. 2-65. Transformator idealny obciążony: a) po stronie wtórnej; b) po stronie 

pierwotnej 


formatora rzeczywistego do właściwości transformatora idealnego. W zwią¬ 
zku z tym zajmiemy się obecnie ustaleniem warunków, przy których opi¬ 
sany poprzednio transformator z rdzeniem ferromagnetycznym można 
sprowadzić do transformatora idealnego. Mimo iż warunki te nie dadzą się 
nigdy spełnić dokładnie, stanowią one ważną wskazówkę, jak należy pro¬ 
jektować i konstruować transformator, aby uzyskać właściwości zbliżone 
do właściwości transformatora idealnego. 

Warunki te wynikają wprost z wyprowadzonych w p. 2.3.2 zależno¬ 
ści. Wymienimy je tu kolejno podając przy każdym z nich odpowiednie 
równania. 


10 Teoria obwodów t. II 
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2. Brak strumieni rozproszenia: L n = O, L r2 = 0. Zależności napię¬ 
ciowe upraszczają się do postaci: 

U 1 — -Riii + U/ i, U 2 — l?2^2"ł“ W L2 

zależności prądowe pozostają bez zmian. 

3. Brak oporów uzwojeń: R x = 0, J? 2 — 0. Przy uwzględnieniu zało¬ 
żeń 1, 2, 3, zależności napięciowe przybierają postać: 


Ui 

U-± ■ U 2 ^L2j — ^ 

U 2 

i równanie napięciowe 

u 1 = nu 2 (2-143) 

jest już identyczne z równaniem dla transformatora idealnego. 

Dalsze warunki mają na celu doprowadzenie relacji prądowych (2-142) 
do postaci drugiego równania (2-137) bez zmiany zależności (2-143). 
Jak łatwo zauważyć, można to uzyskać wtedy i tylko wtedy, kiedy i v — 0. 
Prowadzi to do dwóch dalszych warunków: 

4. Brak strat w rdzeniu: i Fe = 0. 

5. Takie warunki pracy rdzenia, ahy i fi = 0 przy zachowaniu stru¬ 
mienia 0 określonego wzorami (2-110) i (2-111). Przy spełnieniu warun¬ 
ków 4, 5 marny: 

i<p —— 0 , 1 

i w konsekwencji równanie prądowe 

h= (2-144) 

jest identyczne, z równaniem dla transformatora idealnego. 

Przy spełnieniu wymienionych pięciu warunków Otrzymujemy za¬ 
tem transformator idealny. 
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Pierwsze cztery warunki nie wymagają komentarzy, oczywista jest 
bowiem ich interpretacja fizyczna. Omówienia wymaga natomiast waru¬ 
nek piąty. Zgodnie z prawem Ohma dla obwodów magnetycznych stru¬ 
mień 0 w rdzeniu może być przedstawiony jako 

0 = (2-145) 


Przy założeniu czwartym: i Fe = 0 mamy i <? = i M i niezależnie od obcią¬ 
żenia — por. (2-125) — siła magnetomotoryczna 


e M 

Zgodnie z (2-24) opór magnetyczny 

D __ t 

RM ~~W 

gdzie: l — długość średniej linii magnetycznej; <S — przekrój rdzenia. Pod¬ 
stawiając te zależności do (2-145) możemy napisać 


= W . 

z t yz ± S 


(2-146) 


Zależność ta wskazuje praktycznie na dwie możliwości zmniejszenia 
prądu magnesującego i^: { 

a) v -^0 przy R M ->0\ oznacza to, że rdzeń powinien mieć jak naj¬ 
mniejszy opór magnetyczny R M , co z kolei można uzyskać przy ^ oo; 

b) -> 0 przy z ± -> oo; wówczas jednak dla zachowania stałości prze¬ 
kładni n musi również zachodzić z 2 oo i przy tym 

n = —= const (2-147) 

*2 


Z rozważań tych wynika następujący wniosek: transformator idealny 
można uważać za graniczny przypadek transformatora rzeczywistego speł¬ 
niającego założenia 1 do 4 przy 2 ^ -> oo oraz z 2 -> oo i przy spełnieniu rów¬ 
ności (2-147). 

Warunki a) i b) mają jeszcze jedną interpretację związaną z indukcyj- 
nością główną L transformatora. Indukcyjność tę określamy analogicznie 
jak w przypadku dławika (rys. 2-50) jako 


Pli\ = Pi\ 

cop\ co\If,\ 


(2-148) 


gdzie | Ip | — wartość skuteczna zastępczego przebiegu sinusoidalnego re¬ 
prezentującego prąd magnesujący i M . Przy 0 również |I A | -> 0, a więc 
L —> oo. 


10* 
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Warunek piąty oznacza zatem, że L = oo. Transformator idealny mo¬ 
żna więc uważać za przypadek graniczny transformatora rzeczywistego 
spełniającego założenia 1 do 4 przy Loo. 

Wartość średnia (w okresie T = 2k/co prądu i M ) energii gromadzonej 
w polu magnetycznym związanym ze strumieniem głównym (tj. w induk- 
cyjności głównej L) wynosi 


W x = -ł-L|/J* 

lub po uwzględnieniu (2-148) 

w L =^\um 

trzymujemy Wi -> 0, a więc transformator idealny nie 
ma zdolności gromadzenia energii w polu magnetycznym 1} . 



Rys. 2-66. Schemat zastępczy dwóch cewek sprzężonych 


Transformator idealny można uważać również za graniczny przypadek trans¬ 
formatora powietrznego, tj. dwóch cewek sprzężonych. 

Rozważmy układ przedstawiony na rys. 2-66. Jego równania dla przebiegów 
chwilowych mają postać (2-105). Przy założeniu, że wszystkie przebiegi są sinusoidal¬ 
ne o takiej samej pulsacji co, otrzymujemy stąd równania zespolone: 

U i = R 1 I 1 +jcoL 1 I 1 +ja)MI 2 | (2-149) 

U 2 = R 2 I 2 +jcoL 2 I 2 +jcoMh j 

gdzie U lt U 2 , I lt 4 — zespolone wartości skuteczne. Prześledzimy kolejno poprzed¬ 
nie założenia w odniesieniu do układu z rys. 2-66 i równań liniowych (2-149). 

1. Brak pojemności. Równania (2-149) nie uwzględniają żadnych efektów po¬ 
jemnościowych. 

2. Brak oporów uzwojeń : R x = 0, R 2 = 0, Wówczas: 

Ui = jcoLtli+jcoMIa ) 

1 J 1 1 J M (2-150) 

U 2 = jcoMli+jcoLglg J 


i) Przypominamy, że zgodnie z przykładem 8, p. 1.1.3, transformator idealny jest 
bezstratnym, czwórnikowym elementem rezystancyjnym. 
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3. Brak rozproszenia magnetycznego. Warunek ten oznacza, że sprzężenie cewek 
jest całkowite, to znaczy 

M 2 = L 1 L 2 (2-151) 

Uwzględniając (2-151) równania (2-150) możemy napisać w postaci — por. (1-51) 


TJ t = jcoLi 


U 2 = j coM I] 


M \ 

+ XT 7 


lub: 


U,= 




U 9 


M 




Zi + Li Is ~ jcoLi 


M ° 2 ’ 

Po wprowadzeniu przekładni n równej — por. (1-52) 


M L 2 F L 2 

otrzymujemy: 

U Ł == nU 2 

1 Ui 

Zl + F* 2 - 

Równaniom (2-153) odpowiadają układy przedstawione na rys. 2-67. Są to ukła¬ 
dy równoważne układowi z rys. 2-66 przy dotychczasowych założeniach (Rj ~ R 2 ~ 
= 0, M2 = Li Lg). 


(2-152) 


(2-153) 





Rys. 2-67. Układy równoważne opisywane równaniami (2-153) przy M 2 — L^L 2 


4. Założenie o braku strat w rdzeniu jest spełnione automatycznie, ponieważ 
nie ma rdzenia ferromagnetycznego. 

5. Aby sprowadzić równania (2-153) do równań (2-138) transformatora idealne¬ 
go, trzeba uczynić równą zeru prawą stronę drugiego równania (2-153). Wymaga to„ 
aby 


Li -> oo 

Dla zachowania stałości przekładni trzeba wówczas, aby również 

L 2 


i przy tym 



= const 
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Uwaga. Z podanych rozważań wynika, że przy założeniu braku rozproszenia 
magnetycznego dwie cewki sprzężone, tworzące transformator powietrzny lub z rdze¬ 
niem ferromagnetycznym, można przedstawić w postaci układu zawierającego trans¬ 
formator idealny i j e d n ą indukcyjność (rys. 2-67a, b). Indukcyjność tę, umieszczoną 
po stronie pierwotnej, nazywamy indukcyjnością główną (w transformatorze rdze¬ 
niowym oznaczyliśmy ją przez L bez indeksu). Indukcyjność L 2 po stronie wtórnej 
jest zatem równa 



(2-154) 


2.3.4. UWZGLĘDNIENIE OPOROW UZWOJEŃ IINDUKCYJNOSCI 
ROZPROSZENIA 

W punkcie 2.3.2 dokonaliśmy analizy pracy transformatora w stanie 
ustalonym przy zasilaniu napięciem sinusoidalnym (2-106) i przy założe¬ 
niach upraszczających (2-107) i (2-122), tzn. przy warunkach: 

P H = R 2 = 0, L rl = L r2 = 0 (2-155) 


Podobnie jak dla dławika (p. 2.2.4 i 2.2.5), wartość praktyczna uzyska¬ 
nych w ten sposób wyników polega na tym, że stanowią one przybliżone 
rozwiązania w przypadku do statecznie małych oporów R t i R 2 
oraz dostatec z ni e małych indukcyjności rozproszenia L rl i L r2 , 
a więc w, przypadku często występującym w praktyce. Ściślej, zależności 
otrzymane w p. 2.3.2 opisują przebiegi w transformatorze rzeczywistym 
w przybliżeniu tym lepszym, im mniejsze są spadki napięcia na R 1} L n 
oraz R 2 , L r2 wobec napięć indukowanych przez strumień główny U Li , 
TJ L2 . Zapisując równania transformatora (2-99) dla zespolonych wartości 
skutecznych: ' i ; 

s . ? 57i = R 1 Ji+jo)L rl I 1 + U L1 | | (2-156) 

U 2 = R 2 I 2 -ł-icoL r2 i 2 -ł-UL 2 j ' 

możemy napisać warunki: 


\Rih\ |tJ L i|, a)L rl \l t \ « \U L1 \ | (2-157) 

l-^^l ^ |P r L2l> (l>L r2 \l 2 \ \U L2 \ I 

przy których:. ; . . • 

U ± ^U L1 , ' U 2 ^U L2 

i w konsekwencji są słuszne w przybliżeniu zależności z p. 2.3.2. 

Przy warunkach (2-155) oraz przy założeniu sinusoidalnego prze¬ 
biegu napięcia u lt strumień 0 oraz napięcia Ul±, u L2 , u 2 miały również 
przebiegi dokładnie sinusoidalne — por. wzory (2-110), (2-113), (2-115), 
(2-123). Przy założeniu, że obciążenie transformatora jest liniowe, rów¬ 
nież prąd i 2 oraz składowa obciążeniowa i[ prądu pierwotnego zmieniały 
się w czasie sinusoidalnie — por/wzory (2-131), (2-127), (2-129). Jedynie 
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prąd magnesujący miał przebieg odkształcony, co powodowało, że prąd 
wzbudzenia 

i><p — %e -f- V 

oraz całkowity prąd pierwotny , 

(2-158) 

były również odkształcone. Ż tych trzech prądów i v , ii) najmniejsze 
zniekształcenia nieliniowe, tzn. najmniejszą zawartość harmonicznych, 
wykazuje prąd i 1} co wynika stąd, że w sumie (2-158) występuje duża zwy¬ 
kle składowa sinusoidalna \ i mała składowa odkształcona i v 1} . W naszych 
rozważaniach wszystkie te prądy były reprezentowane przez zastępcze 
przebiegi sinusoidalne. • ' c . 

Przy odejściu od równości (2-155) z pierwszego równania (2-99) otrzy¬ 
mujemy 

d • t di i 
u Ll ^1 1^1 ^ 

Wobec odkształcenia przebiegu prądu napięcie jest teraz, ściśle 
biorąc, również odkształcone. Zawartość harmonicznych w napięciu un 
jest jednak na ogół niewielka i tym mniejsza, im lepiej są spełnione gór¬ 
ne dwie nierówności (2-157). Odkształcenie u Ll powoduje odkształcenie 
przebiegu 0, Ui 2 i, w konsekwencji, również i 2 , i' r W prawidłowo zapro¬ 
jektowanym i wykonanym transformatorze w typowych warunkach pracy 
zniekształcenia nieliniowe tych przebiegów są jednak niewielkie i zwykle 
można bez szkody dla ścisłości wyników uważać te przebiegi za sinu¬ 
soidalne. 

2.3.5. SCHEMAT ZASTĘPCZY TRANSFORMATORA 


Po uwzględnieniu (niewielkich) spadków napięcia na oporach uzwo¬ 
jeń i indukcyjnościach rozproszenia otrzymujemy pełen zestaw zależno¬ 
ści opisujących transformator: 

U, = RjIj+jfflLrt^+Dn, 1 


U 2 — ft 2 I 2 + j<nL r2 I 2 (U 2 f=s=}U L2 ) 

h —ly-rli’ i< P = I Fe +i fl 


Ul 2 ’ I 2 n 


(2-159) 


1 ) Przypominamy, że składowa V zależy od obciążenia: jest ona największa przy 
zwartych zaciskach wtórnych, najmniejsza (i\ 0) prży rozwartych zaciskach wtór¬ 

nych. Stopień odkształcenia prądu jest zatem 1 największy w transformatorze nie- 
obciążonym (i\ — 0). 
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oraz 

U 2 — ~Z 0 I 2 (2-160) 

Ponadto wiadomo (por. p. 2.2.5 i 2.3.2), że składowa strat ip e jest w fa¬ 
zie z napięciem u L1 , a składowa magnesująca v jest w fazie ze strumie¬ 
niem 0 (opóźnia się w fazie o jt/ 2 względem u^). Oznacza to, że: 

-^Fe-ftpe = LI > j wLIft = U L1 (2-161) 

gdzie: R Fe — opór strat w rdzeniu; L — indukcyjność główna transforma¬ 
tora. 

Równaniom tym odpowiada wykres wskazowy przedstawiony na 
rys. 2-68. Jest to wykres z rys. 2-63 uzupełniony o spadki napięcia na 
oporach uzwojeń i indukcyjnościach rozproszenia. Na podstawie równań 
(2-159) i (2-161) możemy również narysować schemat zastępczy transfor¬ 
matora, przedstawiony na rys. 2-69. Oba te rysunki dotyczą transforma¬ 
tora nie odwracającego fazy. 



Rys. 2-68. Wykres wskazowy transformatora nie odwracającego fazy przy n = 2 

Oprócz schematu zastępczego przedstawionego na rys. 2-69 używa 
się w praktyce również nieco innych schematów zastępczych. Korzysta¬ 
jąc np. z właściwości transformatora idealnego, wyrażonych wzorami 
(2-139) i (2-140), możemy „przenieść” wszystkie elementy na jedną stro¬ 
nę transformatora idealnego. Otrzymujemy w ten sposób schematy rów¬ 
noważne schematowi zastępczemu z rys. 2-69, w których bądź wszystkie 
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elementy są sprowadzone na stronę pierwotną transformatora idealnego 
(rys. 2-70), bądź na stronę wtórną (rys. 2-71). 

Jeśli składowa wzbudzenia I v jest mała wobec składowej obciążenio¬ 
wej, tzn. jeśli 

W « \U\ - \ (2-162) 

to: 


— ItpĄ-Ii Ii 

I 2 = nią, — nl 1 ^ — nl 1 



Rys. 2-69. Schemat zastępczy transformatora 



Rys. 2-70. Schemat zastępczy transformatora sprowadzony na stronę pierwotną 



Rys. 2-71. Schemat zastępczy transformatora sprowadzony na stronę wtórną 



/ 
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i schematy z rys. 2-70 i 2-71 możemy zastąpić schematami przybliżo¬ 
nymi (rys. 2-72 i 2-73), których dokładność zależy od stopnia spełnie¬ 
nia nierówności (2-162). Schemat zastępczy z rys. 2-72 powstaje ze sche¬ 
matu z rys. 2-70 przez przesunięcie elementów n 2 L r 2 i n 2 R 2 na lewo poza 
węzeł. Całkowity opór R zl i całkowita indukcyjność L zl gałęzi podłuż¬ 
nej są zatem równe: 


R 2l = Ri-\-n 2 R 2 (2-163) 

L zl = L rl +n 2 L r2 (2-164) 


Wielkości te nazywa się oporem zastępczym pierwotnym oraz induk- 
cyjnością zastępczą pierwotną. 

W podobny sposób można przy założeniu (2-162) uzyskać przybliżo¬ 
ny schemat zastępczy przedstawiony na rys. 2-73 przez przesunięcie ele¬ 
mentów R ± /n 2 oraz L n /n 2 na prawo poza węzeł (rys. 2-71). Otrzymujemy 
wówczas: 


R 


z 2 



Rz i 
n 2 


II 

3 I 

' M K 

+ r 2 

(2-165) 

_J A-l 
n 2 

+ A-2 

(2-166) 


gdzie: R z2 — opór zastępczy wtórny; L z2 — indukcyjność zastępcza wtór¬ 
na. 





Rys. 2-72. Uproszczony schemat zastępczy transformatora sprowadzony na stronę 

pierwotną 



Hys. 2-73. Uproszczony schemat zastępczy transformatora sprowadzony na stronę 

Wtórną j. , r , ■; : r ■ ''i ■ 
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Schematy zastępcze z rys. 2-69 do 2-73 odnoszą się do transformato¬ 
ra nie odwracającego fazy (rys. 2-56). Mogą one być użyte również w od¬ 
niesieniu do transformatora odwracającego fazę (rys, 2-58) po następu¬ 
jących, drobnych zmianach: 

a) zaciski jednoimienne transformatora idealnego są położone „na 
ukos” (jak na rys. 2-58b), 

b) we wszystkich oznaczeniach prądów i napięć należy n zamienić na 

—n. ; 

Zmiany te, jak widzimy, nie dotyczą ani wartości poszczególnych 
elementów, ani -— tym bardziej — ich rozmieszczenia. 

2.3.6. POJEMNOŚCI W TRANSFORMATORZE 

Przy większych częstotliwościach zachodzi często konieczność uwzględ¬ 
nienia w transformatorze efektów pojemnościowych. Ich analiza jest 
skomplikowani, zależą onć bowiem od wielu czynników, takich jak: spo¬ 
sób nawinięcia uzwojenia, grubość i rodzaj izolacji między zwojami, usy¬ 
tuowanie uzwojeń względem siebie i względem rdzenia, ekranowanie uzwo¬ 
jeń itp. Jeśli transformator zaznaczony na rys. 2-56b będziemy uważać 



Rys. 2-74. Transformator z uwzględnieniem pojemności 


za transformator bezpojemnościowy, to uwzględnienie pojemności w trans¬ 
formatorze prowadzi do układu przedstawionego “na rys. 2-74a, który moż¬ 
na uważać za połączenie równoległe dw : óch czwórników: transformatora 
bezpojemnościowego i czwórnika typu II zbudowanego z samych pojem¬ 
ności (rys. 2-74b). W czwórniku tym uwzględnia się zwykle trzy pojem¬ 
ności: pojemności własne C lf C 2 obu uzwojeń i pojemność międzyuzwoje- 
niową C 12 . Pojemności te wyznacza się zwykle w praktyce drogą doświad¬ 
czalną 1) . . y 

Potrzeba uwzględnienia pojemności w transformatorze (zwykle tyl¬ 
ko dla większych częstotliwości) powoduje wiele komplikacji obliczenio¬ 
wych. Jedną z nich jest fakt dodatkowego sprzężenia (poza magnetycznym, 


*) Sprawę dodatkowo komplikuje fakt, że wskutek tego, że pojemności te mają 
charakter wielkości zastępczych, zależą one zwykle ,od częstotliwości. ? 
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przez strumień główny <2>) między uzwojeniami przez pojemność C 12 . 
Gdyby zgodnie z rys. 2-74 uwzględnić pojemności np. na schemacie za¬ 
stępczym z rys. 2-70, otrzymalibyśmy układ przedstawiony na rys. 2-75. 



Rys. 2-75. Schemat zastępczy transformatora z rys. 2-70 z uwzględnieniem 

pojemności 

Analiza tego układu jest na tyle skomplikowana, że staje się praktycznie 
nieużyteczny. Z tego względu stosuje się najczęściej przybliżone schematy 
zastępcze, uwzględniające w uproszczony sposób efekty pojemnościowe. 
Jednym z takich uproszczonych schematów zastępczych jest schemat 



Rys. 2-76. Uproszczony schemat zastępczy transformatora z uwzględnieniem 

pojemności 


przedstawiony na rys. 2-76, zawierający tylko jedną pojemność C zl (tzw 1 . 
pojemność zastępczą pierwotną ) [2.7; 2.11] 

C,1 = C, + (1 ± n) 2 (2-167) 

(znak + dla transformatora nie odwracającego fazy, znak — przy od¬ 
wracaniu fazy). 

2.3.7. CHARAKTERYSTYKA CZĘSTOTLIWOŚCIOWA TRANSFORMATORA 

Rozważmy na zakończenie wpływ częstotliwości na niektóre właści¬ 
wości transformatora. Załóżmy, że transformator jest zasilany po stronie 
pierwotnej napięciem sinusoidalnym u x o pulsacji co i zespolonej warto- 
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ści skutecznej U 1} po stronie wtórnej jest obciążony oporem R 0 (rys. 2-77). 
Zależność między U 2 a.U 1 możemy napisać w postaci 

U 2 = K(2(o)U t (2-168) 

gdzie 

K(jco) = A(co)e }Hca) (2-169) 

jest transmitancją zespoloną lub charakterystyką amplitudowo-jazową 
transformatora (przy danym obciążeniu). Charakterystyka (2-169) jest za- 



Rys. 2-77. Transformator obciążony oporem R 0 

leżna od pulsacji co i określa wpływ zmian częstotliwości na warunki prze¬ 
noszenia napięcia sinusoidalnego przez transformator. 

Charakterystyka amplitudowa transformatora 

A(<D) = |K(jm)|= ^ (2-170) 

oraz jego charakterystyka fazowa 

<p(co) = argK(jco) = arg ~~ 

mogą być zmierzone doświadczalnie. Ich typowe przebiegi są przedsta¬ 
wione na rys. 2-78 i 2-79. Charakterystyki te (amplitudowo-fazowa, ampli- 



Rys. 2-78. Typowa charakterystyka am- Rys. 2-79. Typowa charakterystyka fa- 
plitudowa transformatora z rys. 2-77 zowa transformatora z rys. 2-77 

tudowa, fazowa) są nazywane charakterystykami częstotliwościowymi 
transformatora (por. tom 3). 

Na podstawie podanych w p. 2.3.5 i 2.3.6 schematów zastępczych 
transformatora postaramy się teraz uzasadnić przebiegi tych charaktery- 
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styk. Umożliwi to jednocześnie zorientowanie się, które z elementów sche¬ 
matu zastępczego transformatora odgrywają decydującą rolę w poszcze¬ 
gólnych zakresach częstotliwości. Prowadzi to do możliwości wielu upro¬ 
szczeń tych schematów w zależności od częstotliwości. 

Przebieg charakterystyki amplitudowej z rys. 2-78 możemy podzie¬ 
lić na trzy zakresy częstotliwości: 

I — częstotliwości małe; charakterystyka ma przebieg wznoszący; 

II — częstotliwości średnie; charakterystyka jest stała; 

III — częstotliwości duże; charakterystyka opada przechodząc ewen¬ 
tualnie przez maksimum. 

Zakres I. Częstotliwość jest na tyle mała, że indukcyjności rozprosze¬ 
nia nie odgrywają roli i można je pominąć. W schemacie z rys. 2-70 moż¬ 
na pominąć również R F , e , gdyż wobec małej częstotliwości coL jest mniej¬ 
sze (dużo mniejsze) niż ,R Fe . Uproszczony schemat zastępczy dla tego za¬ 
kresu przedstawiono na rys. 2-80. Im mniejsza jest pulsacja co, tym sil¬ 
niejsze jest zwierające działanie indukcyjności głównej L, tym mniejsza 
jest wartość (2-170). 



Rys. 2-80. Uproszczony schemat za¬ 
stępczy transformatora dla zakresu I 



Rys. 2-81. Uproszczony schemat za¬ 
stępczy transformatora dla zakresu II 


Zakres II. Częstotliwość jest na tyle mała, że nadal można pomijać 
indukcyjność rozproszenia. Jest ona jednak na tyle duża, że coL staje się 
większe (dużo większe) niż P Fe (rys. 2-70). W konsekwencji w gałęzi po¬ 
przecznej można pominąć indukcyjność główną L, która już teraz nie ma 
wpływu na przebieg charakterystyki. Otrzymujemy w rezultacie czysto 
rezystancyjńy układ zastępczy (rys. 2-81), odpowiadający stałemu prze¬ 
biegowi charakterystyki amplitudowej 1) . Z punktu widzenia praktyczne¬ 
go wykorzystania transformatora jest to optymalny zakres częstotli¬ 
wości. 


x ) Przy obciążeniu oporowym można na schematach z rys. 2-80 i 2-81 pominąć 
jeszcze opór n 2 R 2 , który po przeniesieniu z powrotem na stronę wtórną może być po¬ 
łączony z oporem obciążenia R 0 . 
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Zakres III. Częstotliwość jest już na tyle duża, że jest konieczne 
uwzględnienie indukcyjności rozproszenia. Najczęściej jest już konieczne 
również uwzględnienie pojemności. Na schemacie z rys. 2-76 jest wówczas 
możliwe pominięcie indukcyjności L, co prowadzi do układu przedstawio¬ 
nego na rys. 2-82. Rezonansowe właściwości tego układu powodują, że na- 


Rys. 2-82. Uproszczony schemat zastępczy transformatora dla zakresu III 



pięcie n'U 2 (pobierane przez transformator idealny z pojemności C zl obwo¬ 
du rezonansowego) będzie wzrastać, a po przekroczeniu rezonansu — ma¬ 
leć wskutek zawierającego działania C z l . Gdyby jednak pulsacja rezo¬ 
nansowa 

była bardzo duża (znacznie większa niż pulsacja, przy której zaczyna wy¬ 
stępować wpływ indukcyjności rozproszenia), wówczas na schemacie 
z rys. 2-82 można by w ogóle nie uwzględniać pojemności. Przebieg cha¬ 
rakterystyki amplitudowej w zakresie III nie wykazywałby wówczas re¬ 
zonansowego maksimum, lecz opadałby asymptotycznie (linia przerywa¬ 
na na rys. 2-78) wskutek zwiększenia się reaktancji coL zl związanej z in- 
dukcyjnościami rozproszenia. 


ZADANIA 

2.15. Jest dany transformator sieciowy, którego schemat zastępczy pokazano na 
rys. 2-70. Z pomiarów wiadomo, że dla stanu rozwarcia po stronie wtórnej (Z 0 = oo) 
napięcie, prąd i moc czynna po stronie pierwotnej wynoszą | U 10 1 = 400 V, 1 1 10 \ = 
= 0,4 A, P 10 = 20 W, natomiast dla stanu zwarcia zacisków wtórnych (Z 0 = 0) mamy 
odpowiednio: [ U 1Z | = 32 V, | I lz | = 5 A, P 1Z = 80 W. Przekładnia transformatora wy¬ 
nosi n = 0,5, a częstotliwość f = 50 Hz. Obliczyć parametry schematu zastępczego 
transformatora przyjmując następujące założenia upraszczające: a) dla Z 0 = oo moż¬ 
na pominąć spadki napięcia na R x i L ri ; b) dla Z 0 = 0 można pominąć prąd I 9 ; 
c) R% = n 2 R 2 ,-Ln = 

Odp. 

R ± = 1,6 Q R 2 = 6,4 Q 

L rl = 8,8 mH L r2 = 35,2 mH 

R Fe = 8 kQ L = 3,2 H 
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2.16. Transformator opisany w zadaniu 2.15 obciążono znanym oporem R 0 = 
= 320 Q. Na zaciskach wejściowych występuje napięcie sinusoidalne o wartości sku¬ 
tecznej | U 1 1 = 400 V i częstotliwości f = 50 Hz. Obliczyć napięcie | U 2 |, prądy | l x |, 
11 2 1 i całkowitą moc czynną P pobraną przez transformator wraz z obciążeniem. 

Odp. 

|Uj 1 = 800 V, |J 2 [ = 2,5 A, liii = 5 A, P = 2,02 kW 

2.17. Wyznaczyć, dla określonych wartości skutecznych | U x | = 350 V i | U 2 1 = 
= 220 V o częstotliwości f = 50 Hz, liczby zwojów uzwojenia pierwotnego z x i wtór¬ 
nego z 2 oraz prąd wzbudzenia j I v ( transformatora. Rdzeń transformatora o ciężarze 
Gf e — 2,6 kG i przekroju & = 10 cm 2 składa się z blach o zawartości 1% Si, grubości 
0,5 mm i ciężarze właściwym c w = 7,6 G/cm 3 ; współczynnik wypełnienia k = 0,95. 
Maksymalna indukcja magnetyczna w rdzeniu B m = 1 T. 

Odp. 


z x = 1660; z 2 = 1045; |J 9 ,|=47mA; 

2.18. Jest dany transformator o schemacie zastępczym pokazanym na rys. 2-83, 
w którym do zacisków uzwojenia pierwotnego przyłączono źródło o sile elektromoto¬ 



rycznej E i oporze wewnętrznym R w , a do zacisków uzwojenia wtórnego — dwój- 
nik o impedancji Z 0 . Jakie musi być Z 0 , aby w obwodzie wtórnym transformatora 
wydzieliła się maksymalna moc czynna. Obliczenia wykonać dla dwóch częstotliwo¬ 
ści: fi = 50 Hz, f 2 = 10 000 Hz dla następujących danych: 

R t = 25 O, R 2 = 60 Q, R w = 5 Q, L rl = 20 mH, L r2 = 50 |xH, 

R Fe = 4 k£2, L = 0,7 H, n = 0,4 


Odp. $ 

Z 0 = (124 — j 25) £2 dla f x = 50 Hz 

Z 0 = 130 O dla f 2 = 10000 Hz 

2.19. Transformator o schemacie zastępczym pokazanym na rys. 2-70 jest obcią¬ 
żony impedancją Z 0 . Narysować wykresy wskazowe dla następujących przypadków: 
a) Z 0 = 0; b) Z 0 = R 0 ; c) Z 0 — ijX 0 . 

2.20. Transformator o schemacie zastępczym pokazanym na rys. 2-71 jest ob¬ 
ciążony impedancją Z 0 . Narysować wykresy wskazowe dla następujących przypad¬ 
ków: a) Z 0 = 0; b) Z„ = R„; c) Z„ = ±jX„. 
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Wszystkie dotychczasowe rozważania dotyczyły obwodów o stałych 
skupionych, stanowiących zasadniczy zakres teorii obwodów elektrycz¬ 
nych. W tym rozdziale zajmiemy się obwodami o stałych rozłożonych (li¬ 
niami długimi). Pojęcie obwodu o stałych rozłożonych jest w pewnym 
zakresie uogólnieniem i rozszerzeniem pojęcia obwodu o stałych skupio¬ 
nych, a tematyka tych obwodów leży na pograniczu zagadnień teorii ob¬ 
wodów i teorii pola. 


3.1. POJĘCIA PODSTAWOWE 

Koncepcja obwodu o stałych skupionych jest ściśle związana z zało¬ 
żeniem ąuasi-stacjonarności pola elektromagnetycznego [3.6; 3.9] w oto¬ 
czeniu rozważanego układu. Zanim jednak zajmiemy się rozszerzeniem 
tej koncepcji i wprowadzeniem pojęcia obwodu o stałych rozłożonych, 
przypomnimy krótko istotę warunku ąuasi-stacjonarności pola (por. 
tom 1). 

3.1.1. WARUNEK QUASI-STACJONARNO!§CI POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO 

Przypominamy, że: 

Pole elektromagnetyczne jest ąuasi-stacjonarne w danym obszarze, je¬ 
śli w tym obszarze można pominąć wszelkie efekty opóźnienia, wynika¬ 
jące ze skończonej prędkości rozchodzenia się fali elektromagnetycznej 1) . 

Warunek ąuasi-stacjonarności prowadzi m. in. do uproszczenia pole¬ 
gającego na tym, że zmiany pola elektromagnetycznego w czasie przyjmu¬ 
je się za synchroniczne ze zmianami prądów lub ładunków, które to pole 
wywołują. Oznacza to, jak wiadomo, pominięcie zjawisk falowych. 

Przyjęcie założenia o ąuasi-stacjonarności pola jest oczywiście możli¬ 
we tylko wówczas, gdy prędkość zmian w czasie czynników wywołujących 


U Jeśli warunek ten jest spełniony, to w przewodniku prąd przesunięcia jest 
zwykle znacznie mniejszy niż prąd przewodzenia i może być pominięty. Możliwość 
pominięcia , (w przewodnikach) prądu przesunięcia jest również często wymieniana 
jako cecha charakterystyczna pola quasi-stacjonarnego. 




zaburzenie elektromagnetyczne, tj. prądów lub ładunków oraz wymiary 
obszaru, w którym praktycznie jest zlokalizowane pole, są dostatecznie 
małe. Inaczej mówiąc, przy ustalonych skończonych wymiarach geome¬ 
trycznych układu przewodników z prądem pole jest quasi-stacjonarne, 
jeśli zmiany prądów w czasie nie są zbyt szybkie. Przy sinusoidalnym prze¬ 
biegu prądu odpowiada to warunkowi, aby częstotliwość f nie była zbyt 
wielka. 

W konkretnym układzie, przy wzroście częstotliwości prądu nastę¬ 
puje stopniowe pogłębianie się rozbieżności między rzeczywistym obra¬ 
zem zjawiska a tym, który otrzymujemy przy przyjęciu założenia ąuasi- 
-stacjonarności. Proces ten przebiega oczywiście w sposób ciągły i nie 
można ustalić jednoznacznie granicy (np. częstotliwości granicznej), po¬ 
niżej której model quasi-stacjonarny jest na pewno „dobry”, a powyżej — 

„zły”. 

Można podać jedynie pewne dane szacunkowe, orientacyjne, wynika¬ 
jące z porównania największego wymiaru geometrycznego l max układu 
z długością fali 


l = -j- (3-1) 

wywołanej przez zmiany prądu o częstotliwości f (v jest prędkością roz¬ 
chodzenia się fali elektromagnetycznej w otaczającym ośrodku: v = c = 
= 3 • 10 8 m/s dla próżni lub powietrza). 

Z punktu widzenia praktyki warunek ąuasi-stacjonarności pola elek¬ 
tromagnetycznego jest spełniony, jeśli 

lmax ^ 

i przestaje być spełniony, jeśli wielkości l max oraz l są porównywalne . 

Niekiedy dokładniej precyzuje się nakreślone tu granice ustalając np. 
umownie, że założenie quasi-stacjonarności może być praktycznie przy¬ 
jęte, jeśli 



i nie może być przyjęte, jeśli 



(3-3) 


3.1.2. KONCEPCJA OBWODU O STAŁYCH ROZŁOŻONYCH 

Jak wiadomo [3.6], konsekwencją przyjęcia założenia quasi-stacjonar- 
ności pola elektromagnetycznego jest możliwość utworzenia modelu ukła¬ 
du w postaci obwodu o skupionych parametrów R, L, C. Model ten tak 
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długo w sposób poprawny opisuje rzeczywiste zachowanie się układu, jak 
długo jest spełniony warunek quasi-stacjonarności. Jeśli warunek ten zo¬ 
staje naruszony, konieczne staje się uwzględnienie zjawiska rozchodze¬ 
nia się fali elektromagnetycznej oraz związanej z tym konfiguracji geo^- 
metryczńej danego układu. 

Ogólnie biorąc, w takim przypadku przestaje być użyteczny model 
układu w postaci obwodu o stałych skupionych, co więcej, najczęściej 
w ogóle przestaje być poprawny opis obwodowy układu, oparty na po¬ 
jęciach prądów i napięć gałęziowych i abstrahujący od geometrii układu. 
Pozostaje wówczas opis połowy, oparty na ogólnych prawach teorii pola 
elektromagnetycznego i posługujący się, jako wielkościami podstawowy¬ 
mi, polami wektorowymi E, D, H, B‘ zależnymi nie tylko od czasu, ale 
i od punktu w przestrzeni. - 

W pewnych jednak przypadkach, przy szczególnej konfiguracji geo¬ 
metrycznej układu przewodników z prądem, istnieje możliwość popraw¬ 
nego opisu układu przy użyciu modelu obwodowego, mimo że układ, jako 
całość, nie spełnia już warunku quasi-stacjonarności pola. Występuje to 
np. wówczas, gdy wymiary układu w jednym kierunku (np. wzdłuż osi 
Ox), są znacznie większe niż wymiary w innych kierunkach (tzn. wzdłuż 
pozostałych osi: Oy i Oz). Przy odpowiednim doborze zakresu częstotli¬ 
wości najdłuższy wymiar l x = l max może być wówczas większy niż A/4, 
a więc warunek quasi-stacjonarności będzie naruszony, podczas gdy po¬ 
zostałe wymiary l y , l z mogą być znacznie mniejsze niż A/4. Sytuację taką 
można scharakteryzować w skrócie mówiąc, że „warunek quasi-stacjonar¬ 
ności jest naruszony tylko przez jeden wymiar”. 

W rozważanym przypadku nie można już pominąć opóźnień i, w kon¬ 
sekwencji, ruchu falowego energii w kierunku Ox. Jeśli przewodnik lub 
przewodniki z prądem są równoległe do osi Ox, wzdłuż tych przewodni¬ 
ków będzie się rozchodzić fala elektromagnetyczna powodując m. in. za¬ 
leżność prądu w przewodach i napięć między przewodami od współrzęd¬ 
nej x. Jest wówczas możliwe przyjęcie modelu takiego układu w postaci 
obwodu, którego parametry są rozłożone np. równomiernie w kierunku Ox. 

3.1.3. LINIA DŁUGA I JEJ RÓWNANIA 

Aby omówić dokładniej zagadnienie poruszone w p. 3.1.2, rozważymy 
symetryczną linię dwuprzewodową, tj. układ złożony z dwóch jednako¬ 
wych przewodów cylindrycznych (rys. 3-1) o długości l, średnicy prze¬ 
wodów 2a i odległości między przewodami d, umieszczony w ośrodku di¬ 
elektrycznym (najczęściej w powietrzu). Zakładamy: 2a <C d, d l i przyj- 
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mu jemy, że np. do lewych zacisków AA! linii zostało doprowadzone na¬ 
pięcie , 

u i — Umi sin 2 nft 

o takiej częstotliwości dla której: Z ^ 3 = 2 / 4 , d <^ 2 / 4 , przy czym 2 = v/j. 

Przedstawmy umownie rozważaną linię w postaci podanej na rys. 3-2. 
W linii tej występuje zjawisko ruchu falowego energii elektromagnetycz- 
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Rys. 3-2. Umowny sposób przedsta¬ 
wiania linii długiej 


Rys. 3-1. Symetryczna linia dwu¬ 
przewodowa 


nej w kierunku Ox (wzdłuż linii), które powoduje, że prąd i w przewo¬ 
dach 1) i napięcie u między przewodami są funkcjami nie tylko czasu t, 
lecz i współrzędnej x : 

i = i(x,t), u = u{x,t) (3-4) 

Dla ustalenia modelu obwodowego przyjmijmy, że linia charaktery¬ 
zuje się następującymi parametrami równomiernie rozłożonymi wzdłuż 
linii: 

oporem R na jednostką długości linii, reprezentującym wszelkie straty 
cieplne w obu przewodach linii, 

indukcyjnością L na jednostką długości linii, reprezentującą pole 
magnetyczne obu przewodów linii, 

pojemnością C na jednostką długości linii, reprezentującą pole elek¬ 
tryczne w dielektryku między przewodami linii, 

upływnością G na jednostką długości linii, reprezentującą ewentual¬ 
ne straty cieplne w dielektryku. 


^ Przyjmujemy, że w każdym punkcie x linii prąd w drugim przewodzie jest 
taki sam co do wartości, lecz przeciwnie skierowany. 
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Parametry te, będziemy je nazywać parametrami jednostkowymi 
Unii 1) , mają odpowiednio wymiary: 

R[Q/m], L[ H/m], C[F/m], G[S/m] 

Całkowity opór, indukcyjność, pojemność i upływność odcinka linii o dłu¬ 
gości l wynoszą zatem: Rl, LI, Cl i Gl. 

Potraktujmy teraz całą linię jako połączenie łańcuchowe pewnej licz¬ 
by odcinków tejże linii i rozważmy jeden z takich odcinków o długości 
Aa: (rys. 3-2). Zakładając, że Aa: jest dostatecznie małe, można przyjąć, 
że związki między prądami a napięciami w punktach x i x + Aa: w linii 
będą w przybliżeniu takie jak związki między prądami a napięciami zaci¬ 
skowymi w czwómiku przedstawionym na rys. 3-3. Czwómik ten jest za- 
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Rys. 3-3. Schemat zastępczy o parametrach skupionych odcinka Ax linii długiej 


tern pewnym modelem (schematem zastępczym) odcinka Aa: linii. Wy¬ 
stępowanie w tym czwórniku elementów skupionych R&x, LAo:, CAo:, GAo: 
jest konsekwencją przyjętych założeń: dostatecznie małych wszystkich 
wymiarów rozważanego odcinka linii, a więc możliwości przyjęcia mo¬ 
delu ąuasi-stacjonarnego. 

Oznaczając przez u = u(x, t), i — i(x, t ) napięcie oraz prąd na lewych 
zaciskach czwórnika z rys. 3-3 oraz przyjmując pozostałe oznaczenia 
z rys. 3-3, możemy napisać równania tego czwórnika w postaci: 


\ dx J < 

- (i + Aa: j = G Aa: (u + Aa:j + C Aa: ^ 


ox 


Po uporządkowaniu, podzieleniu stronami przez Aa: i przejściu do grani- 
cy, gdy Aa: 0, otrzymujemy równania: 


3 u 
3o: 


- = Ri+L 


3 i ) 

W 



3 i 
dx 


= Gu+C 


3 u 
3 1 


(3-6) 


*) Parametry te będą szerzej omówione w p. 3.1.6. 
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jakie spełniają napięcie u — u(x, t) oraz prąd i = i(x, t) w dowolnym 
punkcie x linii (O^r^l)iw dowolnej chwili t. 

Równania (3-6) będziemy nazywać równaniami Unii długiej, a linię 
opisywaną tymi równaniami — Unią długą. Równania (3-6) tworzą układ 
dwu równań różniczkowych cząstkowych liniowych rzędu pierwszego 
o stałych współczynnikach. 

W równaniach (3-6) przyjmujemy, że parametry R, L, C, G są stałe. Dla uwy¬ 
puklenia tego faktu mówimy często, że rozważana linia długa jest jednorodna. W te¬ 
orii obwodów o stałych rozłożonych rozważa się również niejednorodne linie długie, 
których parametry R, L, C, G (niektóre łub wszystkie) są funkcjami cc. Równania 
(3-6) obowiązują również dla niejednorodnej linii długiej, są to już jednak równania 
o zmiennych współczynnikach (zależnych od cc). 

We współczesnej technice mikrofalowej coraz większego znaczenia nabierają 
również obwody nieliniowe o stałych rozłożonych. Nieliniowość w linii długiej jest 
zwykle wprowadzana przez indukcyjność nieliniową rozłożoną lub pojemność nieli¬ 
niową rozłożoną. Równania takiej nieliniowej Unii długiej mogą być napisane w po¬ 
staci: 


3-u 

dx 


Ri+ 


dip 

3 1 


di 

3cc 


— Gu+ 


3q 

~w 


(3-7) 


gdzie y> oraz ą — strumień skojarzony i ładunek (na jednostkę długości linii). Dla 
przypadku liniowego: yj = Li, q = Cu i równania (3-7) sprowadzają się do równań 
(3-6). 

Z układu równań (3-6) możemy przez rugowanie otrzymać równania 
osobno dla napięcia u oraz prądu i. Różniczkujemy pierwsze równanie 
(3-6) względem x 

d 2 u _ 3i 3 2 i 

3cc 2 3cc 3 1 dx 

Pochodne występujące po prawej stronie rugujemy uwzględniając drugie 
równanie (3-6): 


3i 

dx 


-Gu-C 


3 u 

3 1 


3 H _ 3 u 3 2 u 

3x 3 1 3 1 3 1 2 


i zakładając ciągłość drugiej pochodnej mieszanej. W rezultacie otrzy¬ 
mujemy równanie 


3 2 u 

3 cc 2 


3 n 
Cr 


(3-8) 
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zwane równaniem telegrafijnym 1) . 

W analogiczny sposób otrzymujemy identyczne równanie dla prądu i 


-§£ = LC + (RC + GL) + RGi (3-9) 

Równanie telegrafijne (3-8) jest równaniem różniczkowym cząstko¬ 
wym liniowym o stałych współczynnikach. Przy założeniu LC -=]L 0 jego 
wyróżnik [3,4] jest ujemny: d =— LC <C 0, a więc równanie to jest typu 
hiperbolicznego. 

Jeśli R = 0, G = 0, tzn. jeśli będzie to Unia długa bez strat, z rów¬ 
nań (3-8) i (3-9) otrzymujemy: 


3 2 u 
3x 2 


3x 2 


LC 32 “ - 0 

LC dt 2 ° 

(3-10) 

3 2 i 

LC dt r = 0 

(3-11) 


Równania (3-10) i (3-11) są równaniami fali płaskiej (lub inaczej równa¬ 
niami struny drgającej). Wynika stąd od razu, że w linii długiej bez strat 
mamy do czynienia z rozchodzeniem się w kierunku osi Ox płaskiej fali 
elektromagnetycznej z prędkością 


1 

i/lcT 


(3-12) 


Podobnie jak w zakresie obwodów o stałych skupionych, celowe jest rozważanie 
zarówno linii długich ze stratami (R > 0 lub G > 0) jak i linii długich bez strat (R = 0 
oraz G = 0), stanowiących odpowiednik obwodów reaktancyjnych. Inaczej natomiast 
wygląda sprawa z pozostałymi parametrami jednostkowymi linii długiej: L i C. Za¬ 
łożenie L — 0 lub C = 0 prowadzi bowiem do warunku LC = 0, który zmienia typ 
równania (3-8) z hiperbolicznego na paraboliczny. Konsekwencją tego byłby brak 
zjawiska ruchu falowego wzdłuż linii, stanowiącego podstawową cechę fizyczną 
układów, których modelem ma być linia długa. Z tego względu, w przeciwieństwie 
do obwodów o stałych skupionych, gdzie w pełni sensowne jest rozważanie obwodów 
o jednym tylko typie reaktancji, dla linii długich będziemy zawsze przyjmować 


LC^= 0 . 


W ostatnich latach w związku z rozwojem mikroelektroniki dużego znaczenia 
nabrały układy o stałych rozłożonych RC (lub RCG) bez indukcyjności, mające jed¬ 
nak inne właściwości i zastosowania niż linie długie. 


ZADANIA 


3.1. Sprawdzić, że jeśli w linii z rys. 3-2 odległość x będziemy liczyć od dru¬ 
giego końca linii (podstawiając np. I — x w miejsce x), to przy zachowaniu przyjętych 
zwrotów prądu i napięcia równania linii długiej przybiorą postaci: 


8 u 
8a: 
8ż 
dx 


Ri+L 


Gu+C 


8 i 
8 1 
3u 
dt 


*) Spotyka się również nazwę: równanie telegrafistów. 
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3.2. Równania lini długiej (3-6) nie zależą od szczegółów schematu zastępczego 
odcinka Ax linii, byleby schemat ten w sposób prawidłowy uwzględniał wszystkie 
parametry linii (R, L w gałęzi podłużnej, G, C — w gałęzi poprzecznej). Sprawdzić 
to, przyjmując w miejsce schematu z rys. 3-3, schematy podane na rys. 3-4. 






x 


x+Ax x x+Ax 

Rys. 3-4. Inne schematy zastępcze odcinka Ax linii długiej 


3.3. Wyznaczyć charakterystyki równania telegrafijnego (3-8) i sprowadzić je 
do postaci kanonicznej [3.4]. 

Odp. 

t—xj/LC = const, t+xj/LC = const 

4ŁC -^ +(RC+GL ) (~ d ~r + ^ Ł ) + RGu = 0 
ag ot] \ ag 3j ] ) 

przy : ł; = t—x'\/LC > rj = t+x\/LC. 

3.4. Napisać rozwiązanie ogólne równania (3-10) dla linii bez strat. 

3.5. Przykładem niejednorodnej linii długiej jest tzw. Unia wykładnicza, której 
indukcyjność jednostkowa L i pojemność jednostkowa C zmieniają się w funkcji x 
według zależności: 

L = L 0 e 5 *, C = Co<5 > 0 

Wykazać, że przy założeniu braku strat (R — 0, G = 0) napięcie u i prąd i w linii 
wykładniczej spełniają równania fali płaskiej (3-10)? 

3 2 u 3 u 3 2 u 3 H 3 i 3 H 

~dljc r ~ ° ' dx ~ L ° C ° W = °» ~Qx 2 ~ + 8 ~dx~ “ L ° C ° ~W ^ 0 

3.6. Analizując pracę wzmacniacza parametrycznego o fali bieżącej rozważa się 
nieliniową linię długą o nieliniowej pojemności rozłożonej określonej zależnością — 
por. drugie równanie (3-7): 


q = Cu+Dw 
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gdzie współczynniki C, D, są stałe (C ma wymiar F/m, D — F/V-m). Przyjmując, że 
pozostałe parametry jednostkowe R, L, G są stałe wykazać, że napięcie u w takiej 
linii spełnia równanie 

= L(C+2Du)^~ + [R(C+2Du)+GL]^- + 2LD (-“f+RGu 
dx 2 ot ot \ ot I 

3.7. Linia dwuprzewodowa jest utworzona z przewodów ferromagnetycznych. 
Nieliniową zależność od prądu strumienia magnetycznego wewnątrz przewodów moż¬ 
na w przybliżeniu uwzględnić przyjmując w pierwszym równaniu (3-7) 

y> = Li+Ni z 

gdzie L, N — stale. Przyjmując, że nieliniowość oraz straty w linii są małe (tzn. za¬ 
kładając, że współczynniki N, R, G są rzędu małego parametru s), wyznaczyć uprosz¬ 
czoną postać równania dla prądu i w linii ograniczając się w nim tylko do wyrazów 
rzędu s. 

Odp. 


^ = Lc|a- + ( R L +CJC)-|- + c W ^- 

3.1.4. OBRAZ POLOWY ZJAWISK ZACHODZĄCYCH W LINII DŁUGIEJ 

W punkcie 3.1.3 wyprowadziliśmy równania linii długiej na podsta¬ 
wie obwodowego modelu dostatecznie małego odcinka Ax linii. 

Obecnie wykażemy, jak do tych samych rezultatów dojść posługując 
się ogólnym opisem polowym. Rozważania połowę stwarzają również moż¬ 
liwość lepszej interpretacji fizycznej zjawisk zachodzących w linii dłu¬ 
giej oraz ustalenia zakresu poprawności przybliżonego opisu obwodowego. 

Rozważmy przypadek linii bez strat: R ~ 0, G = 0. Jak wynika z do¬ 
kładnej analizy rozwiązań równań Maxwella (którą tu z konieczności po¬ 
mijamy), w linii dwuprzewodowej przy częstotliwościach, dla których wy¬ 
miary poprzeczne linii są znacznie mniejsze niż długość fali, powstaje tzw. 
podstawowy rodzaj rozkładu pola odpowiadający tzw. fali TEM Fala 
taka charakteryzuje się zerowymi składowymi wektorów E oraz H w kie¬ 
runku rozchodzenia się fali, tzn. (rys. 3-5): 

= H x — 0 (3-13) 

Na rys. 3-6 pokazano rozkład linii pól wektorowych E oraz H 
w płaszczyźnie prostopadłej do przewodów symetrycznej linii dwuprze¬ 
wodowej przedstawionej na rys. 3-5. Wobec warunku (3-13), w każdym 
punkcie płaszczyzny przekroju wektor Poyntinga [3.5; 3.6] 

P = EXH 


i) Skrót angielskiej nazwy „Transverse Electromagnetic”. 
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Rys. 3-5. Symetryczna linia dwu¬ 
przewodowa 



Rys. 3-6. Linie pól wektorowych E 
oraz H w płaszczyźnie prostopadłej 
do przewodów symetrycznej linii 
dwuprzewodowej 



jest do przekroju prostopadły, co oznacza, że ruch falowy energii elek¬ 
tromagnetycznej odbywa się wzdłuż przewodów linii. 

Rozważmy teraz inny przypadek linii dwuprzewodowej, tzw r-linię 
koncentryczną (rys. 3-7). Linię taką tworzą dwa współosiowe przewody: 
wewnętrzny walcowy i zewnętrzny o kształcie wydrążonego walca. Prze¬ 
strzeń między przewodami jest wypełniona dielektrykiem. 

Dla podstawowego rodzaju rozkładu pola odpowiadającego fali TEM, 
tj. przy warunku (3-13), linie pól wektorowych E oraz H w płaszczyźnie 
przekroju x — const mają odpowiednio kształty: półprostych wychodzą- 




Rys. 3-7-. Linia koncentryczna Rys. 3-8. Linie pól wektorowych E 

oraz H w płaszczyźnie prostopadłej 
do przewodów linii koncentrycznej 
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cych ze środka przekroju i okręgów współśrodkowych (rys. 3-8). Rozkład 
pola wykazuje więc w tym przypadku daleko idącą symetrię. Wprowadza¬ 
jąc współrzędne cylindryczne r, cp, x oraz oznaczając: 

E= (E r , Ecp, E x ), H=(H r ,H v , H x ) 

zauważmy, że wektory E oraz H mają tylko po jednej niezerowej współ¬ 
rzędnej 

Er , Hep 


przy czym, ze względu na symetrię, współrzędne te nie zależą od kąta cp. 

Napiszmy równania Maxwella dla obszaru dielektryka (wobec zało¬ 
żenia R = 0, przewodność właściwa (konduktywność) przewodów jest nie¬ 
skończenie wielka i w przewodach nie ma zmiennego pola elektromagne¬ 
tycznego). Równania te mają postać [3.5; 3.6]: 


.17 dH 

r °tE= p dt 

(3-14) 

rot a=e w 

(3-15) 

div E—0 

(3-16) 

di vH = 0 

(3-17) 


gdzie: ju, e — przenikalność magnetyczna i elektryczna dielektryka (zwy¬ 
kle ju = ju 0 ). 

Jeśli rotację wyrazimy we współrzędnych cylindrycznych r, cp, x 
[3.4; 3.10], z równań (3-14) i (3-15) otrzymamy równania dla współrzęd¬ 
nych i H,,: 


9 E r 9 ff r 

3x ** 3t 


(3-18) 


3 3E, 

3x £ 3t 


(3-19) 


Postępując analogicznie z dywergencją [3.4; 3.10] otrzymujemy z (3-16) 
równanie 


8 (rE r ) = 
dr 


(3-20) 


przy czym równanie (3-17) jest automatycznie spełnione wobec niezależ¬ 
ności H v od <p oraz równości: H r = 0, H x = 0. 

Z równania (3-20) otrzymujemy 



(3-21) 


gdzie k(x,t) — dowolna (na razie) funkcja x oraz t. 



174 


3. LINIE DŁUGIE 


Rozważmy całkę liniową wektora E wzdłuż odcinka <p = const za¬ 
wartego między przewodami, w płaszczyźnie x = const. Całka ta jest rów¬ 
na napięciu między przewodami, tzn. 

d d 

f£dr = Js r dr = u{x,t) 

a a 

Uwzględniając (3-21) otrzymujemy 

d 

u(x,t) = k(xt) f = k{x,t)ln — 

a T a 

a stąd 


k(x,t) 


u(x,t) 
a 


Podstawiając to wyrażenie do (3-21) otrzymujemy ostatecznie 

u(x, t) 


E r (r,x,t ) 


r ln 


(3-22) 


dla a ^ d. a 

Obliczając całkę liniową wektora H w płaszczyźnie x = const wzdłuż 
okręgu r = const, a ^ r ^ d, otrzymujemy na podstawie prawa prze¬ 
pływu 

§Hdl = r f Hcpdcp = i(x,t) 

r=const 0 

a stąd, wobec niezależności H v od 

i (x, t) 


H v {r,x,t) = 


2% r 


(3-23) 


dla a ^ r ^ d. 

Uwzględniając zależności (3-22) i (3-23) otrzymujemy z (3-18) i (3-19): 


1 


3 u 

_ V 

3i 

r ln 

d 

dx 

2nr 

3 1 

a 




1 

■ di 


E 

' 3 u 

2j ir 

dx 


i d 

r ln — 

3 1 


(3-24) 


Łatwo sprawdzić drogą bezpośredniego obliczenia [3.9], że indukcyjność 
jednostkowa i pojemność jednostkowa linii koncentrycznej są odpowiednio 
równe (p. 3.1.6): 

d 


L 

C 


~~ln — 
2n a 

2k e 


(3-25) 
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przy czym L wyrażamy w H/m, C — w F/m. Uwzględniając te zależności 
otrzymujemy z (3-24) równania: 

3u _ r di _ ^ du 

~3F’ 

identyczne z wyprowadzonymi w p. 3.1.3 równaniami linii długiej dla 
przypadku braku strat: R = 0, G = 0. 

Rozważmy teraz krótko przypadek linii ze stratami. Wobec skoń¬ 
czonej przewodności właściwej przewodów istnieje teraz wewnątrz prze¬ 
wodu pole elektryczne E, które ma niezerową współrzędną E x w kierun¬ 
ku przepływu prądu. Wobec ciągłości składowej stycznej wektora E na 
granicy dwóch ośrodków, również w dielektryku będzie występować nie- 
zerowa współrzędna E x , W przewodach, wobec niezerowego pola E, bę¬ 
dzie również występować pole magnetyczne//, przy czym zarówno w prze¬ 
wodach jak i w dielektryku nadal H x = 0. 

Wobec istnienia niezerowej współrzędnej E x linie pola E nie leżą już 
w płaszczyznach x — const, lecz „wyginają się” w kierunku ruchu energii, 
przy czym powstała fala przestaje być już falą płaską. 

Również w przypadku linii ze stratami można wyprowadzić równa¬ 
nia linii długiej (3-6) wprost z równań Maxwella. Zagadnienie to jest jed¬ 
nak trudniejsze i bardziej pracochłonne i nie będziemy się nim zajmo¬ 
wać. " 

Z przytoczonych rozważań możemy wyciągnąć jeszcze jeden wnio¬ 
sek dotyczący zakresu słuszności równań linii długiej. Już w rozważa¬ 
niach nad schematem zastępczym odcinka linii było potrzebne zało¬ 
żenie o tym, że wymiar poprzeczny linii jest znacznie mniejszy niż dłu¬ 
gość fali. Ten sam warunek występuje również przy badaniu polowego 
obrazu zjawisk w linii: jest on konieczny do tego, aby w linii (bez strat) 
powstał tylko podstawowy rodzaj rozkładu pola odpowiadający płaskiej 
fali TEM. W przypadku gdy odległość d staje się współmierną z długo¬ 
ścią fali, w linii mogą powstać tzw. rodzaje wyższych rządów, o rozkła¬ 
dach pól zupełnie innych niż dla rozkładu podstawowego przedstawione¬ 
go np. na rys. 3-6 i 3-8 i wówczas, ogólnie biorąc, równania (3-6) prze¬ 
stają obowiązywać 1) . 


i) W teorii pola elektromagnetycznego [3.5] stosuje się w takich przypadkach 
często modele obwodowe (np. w postaci linii długich) dla każdego rodzaju poia 
z osobna. $ - .-■■■ < /. 
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3.1.5. REALIZACJA I ZASTOSOWANIA TECHNICZNE 

Rozważana linia długa o równaniach (3-6), z uwzględnieniem, wszyst¬ 
kich uwag dotyczących relacji między wymiarami linii a długością fali, 
jest pewnym modelem rzeczywistych linii przesyłowych, służących w elek¬ 
trotechnice i telekomunikacji do przesyłania energii lub informacji. 

Nie wnikając w szczegóły realizacyjne można wyróżnić dwa pod¬ 
stawowe typy linii przesyłowych: 

linie powietrzne, dwu- lub wieloprzewodowe, w których dielektry¬ 
kiem jest powietrze; 

linie kablowe, w postaci kabli koncentrycznych (często złożone z wie¬ 
lu oddzielnych linii), w których dielektrykiem jest odpowiedni materiał 
izolacyjny. 

Ze względu na zastosowania techniczne oraz zakres wykorzystywa¬ 
nych częstotliwości możemy wyróżnić 

linie energetyczne, zwykle wysokiego napięcia (U ^ 3-f-300 kV) o czę¬ 
stotliwości przemysłowej f = 50 Hz; 

linie telekomunikacyjne, telegraficzne i telefoniczne dla różnych sy¬ 
stemów telefonii naturalnej i nośnej, dla częstotliwości f ^ 1 kHz-f-20 MHz; 

linie radiokomunikacyjne i telewizyjne do przesyłania sygnałów ra¬ 
diofonicznych i telewizyjnych, dla częstotliwości 0,1-M000 MHz; 

linie mikrofalowe, stanowiące doprowadzenia i części obwodów sprzę¬ 
tu pomiarowego i aparatury elektronicznej w zakresie wielkiej częstotli¬ 
wości, zwykle f *==* 0,5-f-10 GHz. 

Dla większych częstotliwości (f > 10 GHz) linie dwuprzewodowe prze¬ 
stają być na ogół użyteczne 2) (głównie ze względu na duże tłumienie) 
i ustępują miejsca falowodom [3.5]). 

Z wyjątkiem niektórych linii energetycznych i telekomunikacyjnych, 
(oraz w zakresie mikrofalowym — linii paskowych), ogromna większość 
obecnie stosowanych w praktyce linii przesyłowych jest konstruowana 
w postaci linii kablowych (kabli koncentrycznych). Oprócz licznych zalet 
konstrukcyjnych i użytkowych linie takie odznaczają się ekranizacją pola 
elektromagnetycznego, które jest całkowicie zlokalizowane wewnątrz ze¬ 
wnętrznego przewodu kabla. 

3.1.6. PARAMETRY JEDNOSTKOWE LINII DŁUGICH 

Rozważymy parametry jednostkowe dla dwóch podstawowych typów 
linii: 

symetrycznej linii dwuprzewodowej (rys. 3-1 i 3-5), 

linii koncentrycznej (rys. 3-7). 

• ł ) Podane zakresy częstotliwości mają charakter jedynie orientacyjny. 

2 ) Wyjątek stanowią tzw. Unie paskowe, używane w zakresie do ok. 20 GHz. 
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Indukcyjność jednostkowa L i pojemność jednostkowa C. W przypad¬ 
ku linii długiej bez strat zmienne pole elektromagnetyczne nie wnika do 
przewodów i jest całkowicie zlokalizowane w dielektryku. Indukcyjność 
jednostkowa L i pojemność jednostkowa C w tym przypadku Wynoszą — 
por. wzory (3-25): 

dla linii koncentrycznej (rys. 3-7): 


2tc a 

2ke 


C = 


ln — 
a 


(3-26) 

(3-27) 


dla symetrycznej linii dwuprzewodowej (rys. 3-5): 

(3-28) 


L = -^ln — 


C = 


Jt 

7ZS 


ln 


(d > 2a) 


(3-29) 


przy czyni w obu przypadkach s = s r e 0 ; s r — względna przenikalność elek¬ 
tryczna dielektryka (dla powietrza s r = 1); fi — /u 0 (tzn. fi r — 1) co odpo¬ 
wiada założeniu, że przewody linii są wykonane z materiału nieferromag- 
netycznegó 1) . 

Prędkość rozchodzenia się fali w linii długiej bez strat jest określona 
wzorem (3-12), z którego, po uwzględnieniu wzorów (3-26) i (3-27) lub 
(3-28) i (3-29), otrzymujemy 

v = , 1 = = -£=- (3-30) 


]/ LC ]/ ejLię ]/ e r 


J ) Przyjmując: = 4jtl0 -7 H/m = 1,26 p. H/m oraz s 0 = 


1 


36ji 


10-9 F/m = 


= 8,85 pF/m, wzory (3-26) do (3-29) możemy przepisać w postaci dogodniejszej do 
obliczeń: 

dla linii koncentrycznej: 

L = 0,2 ln [|xH/m] 


C = 55,5 


ln — 
a 


[pF/m] 


dla symetrycznej linii dwuprzewodowej: 

d 


L = 0,4 ln — [fjiH/m] 
a 


C = 27,8 


ln 


[pF/m] 


(3-26a) 

(3-27a) 

(3-28a) 

(3-29a) 


12 Teoria obwodów t. II 
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gdzie: 


y^. 


3 • 10 8 m/s 


(3-31) 


jest prędkością światła (fali elektromagnetycznej) w próżni. 

Wzory (3-27) i (3-29) dla pojemności jednostkowej C pozostają bez 
zmian słuszne dla linii długiej ze stratami. Jeśli chodzi o indukcyjność jed¬ 
nostkową L, to przy skończonej przewodności właściwej przewodów na¬ 
leży, teoretycznie biorąc, uwzględnić również pole magnetyczne wewnątrz 
przewodów. Indukcyjność jednostkowa L może być w takim przypadku 
przedstawiona w postaci sumy 

L = L W +L Z . (3-32) 

gdzie: L w — indukcyjność wewnętrzną (jednostkowa) związana ze stru¬ 
mieniem magnetycznym wewnątrz przewodów; L z — indukcyjność ze¬ 
wnętrzna (jednostkowa) związana ze strumieniem magnetycznym w die¬ 
lektryku. 

Indukcyjność zewnętrzna L z wyraża się tymi samymi wzorami (3-26) 
lub (3-28), którymi dla linii bez strat jest określona całkowita indukcyj- 
ność jednostkowa 1) . Indukcyjność wewnętrzna L w zależy w decydującym 
stopniu od rozkładu linii prądu w przewodniku. Ze wzrostem częstotliwo¬ 
ści, wskutek zjawisk naskórkowości [3.9] linie prądu skupiają się przy 
powierzchni przewodnika, powodując gwałtowne zmniejszanie się we¬ 
wnętrznego strumienia magnetycznego. W efekcie, ze wzrostem częstotli¬ 
wości f maleje do zera indukcyjność wewnętrzna L w (mniej więcej jak 
1/ yf). Z tego względu, szczególnie dla większych częstotliwości przyj¬ 
muje się z reguły 

L = L Z (3-33) 

oraz, w konsekwencji, stosuje się wzory (3-26) lub (3-28). 

Wielkość 


Ri 


-V- 


(3-34) 


będziemy nazywać oporem charakterystycznym linii długiej. Biorąc pod 
uwagę zależności (3-26) do (3-29) oraz uwzględniając, że: 


1 ) Dla linii bez strat mamy: 


/% 

£ o 


120 L> 


(3-35) 
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otrzymujemy dla linii koncentrycznej (rys. 3-7) 

R«=-P-m4- [Q] (3-36) 

V«r 0 

oraz dla symetrycznej linii dwuprzewodowej (rys. 3-5) 
przy warunku d 2a 

R„ = -^£-In-f [«] (3-37) 

v«, 0 

Opór jednostkowy R i upływność jednostkowa G. W przeciwieństwie 
do parametrów L i C, które zależą od wymiarów geometrycznych linii 
długiej i, praktycznie biorąc nie zależą od częstotliwości, parametry re- 
zystancyjne R i G w decydującym stopniu zależą od częstotliwości oraz 
od konstrukcji rzeczywistej linii przesyłowej, właściwości dielektryka itd. 

Opór jednostkowy R rośnie ze wzrostem częstotliwości (mniej wię¬ 
cej jak j/f) głównie z powodu zjawiska naskórkowości, osiągając dla więk¬ 
szych częstotliwości wartości wielokrotnie większe niż wartości dla prądu 
stałego. 

Dla linii koncentrycznych upływność jednostkowa G może być wyra¬ 
żona wzorem 

G = coC tg d 

gdzie tg <3 — tangens kąta stratności dielektryka. Przy założeniu, że tg <5 
nie zależy od częstotliwości, upływność jednostkowa G wzrasta propor¬ 
cjonalnie do częstotliwości. 

Dla linii dwuprzewodowych (głównie napowietrznych) upływność jed¬ 
nostkowa G jest z reguły bliska zeru i zależy w głównym stopniu od wła¬ 
ściwości izolacyjnych izolatorów i zamocowań, wilgotności itp. I w tym 
przypadku jednak wartość G rośnie ze wzrostem częstotliwości. 

ZADANIA 

3.8. Jest dana dwuprzewodowa linia przesyłowa o wymiarach: l — 1000 m, d — 
= 3 cm. Wyznaczyć orientacyjny zakres częstotliwości, w którym linię tę można Uwa-, 
żać za linię długą w równaniach (3-6). 

W s k a z ó w k a: Przyjąć: i; Amin/4 ^ d 

Odp. 75 kHz < f < 2,5 GHz 

3.9. Wykazać drogą bezpośredniego obliczenia, że przy założeniu doskonałej 
przewodności przewodów indukcyjność jednostkowa L linii koncentrycznej oraz sy¬ 
metrycznej linii dwuprzewodowej wyrażają się wzorami (3-26) i (3-28). 

3.10. Wykazać, że pojemność jednostkowa C linii koncentrycznej (rys. 3-7) wyra¬ 
ża się wzorem (3-27). - 


12* 
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3.11. Wykazać, że pojemność jednostkowa C symetrycznej linii dwuprzewodo-r 
wej (rys. 3-5) wyraża się dokładnym wzorem 

^ __ jte 

ł n d+]/d 2 —4a 2 
2a 

który przy założeniu d^>2a sprowadza się do przybliżonego wzoru (3-29). 

3.12. Obliczyć indukcyjność wewnętrzną jednostkową L w symetrycznej linii dwu¬ 
przewodowej (rys. 3-5) przyjmując równomierny rozkład linii prądu w przewodach. 
Dla jhkich częstotliwości wynik ten odpowiada rzeczywistości? 


Odp. L w = -f- 
4jt 

3.13. Obliczyć dla porównania indukćyjności jednostkowe: wewnętrzną L w i ze¬ 
wnętrzną L z symetrycznej linii dwuprzewodowej (rys. 3-5) o przewodach miedzianych 
i Wymiarach: a = 0,25 cm, d = 25 cm. Indukcyjność wewnętrzną jednostkową L w obli¬ 
czyć przy założeniu równomiernego rozkładu linii prądu (zad. 3.12). 

Odp. L w = 0,1 fxH/m, L z - 1,84 piH/m 

3.14. Obliczyć pojemność jednostkową C oraz opór charakterystyczny linii dłu¬ 
giej z zad. 3.13, przyjmując, że L = L z oraz że dielektrykiem jest powietrze. 

Odp. C = 6 pF/m, R 0 = 555 Q 

3.15. Obliczyć indukcyjność jednostkową L, pojemność jednostkową C oraz opór 
charakterystyczny R 0 linii koncentrycznej o wymiarach: 2a = 2 cm, 2d = 10 cm. Linia 
jest wypełniona dielektrykiem o względnej przenikalności dielektrycznej s r = 2,5. 

Odp. L - 0,32 piH/m, C = 86 pF/m, R 0 = 6l Q 

3.16. Obliczyć prędkość rozchodzenia się fali w linii z zad. 3.15 przy założeniu 
braku strat. 

Odp. v = 1,9 • 10 8 m/s 

3.17. Jstnieją rozmaite sposoby wyznaczania wzrostu oporu i zmalenia induk- 
cyjności wewnętrznej przewodów pod wpływem zjawiska naskórkowości. Dla syme¬ 
trycznej linii dwuprzewodowej można stosować wzory przybliżone [3.3] 


lub 


Rg 


Vó 


,178+r 6 +0,25 


oraz 


przy czym 


= r+0,25 


(v>l,5) 


L wf _ 1 

Lws v 


(v> 3) 


gdzie: 


v — na 


V(*r7f 


a — promień przewodu, w cm; 

Pr — względna przenikalność magnetyczna przewodów; 
y — przewodność właściwa, w 1/Q*m (dla miedzi y = 0,57 • 10 8 1/Q*m); 

/ — częstotliwość, w Hz; 

Rf, R s , L w f , Lws — odpowiednio opór jednostkowy i indukcyjność wewnętrzna jed¬ 
nostkowa dla częstotliwości j i dla prądu stałego (f — 0). 
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Obliczyć zmiany oporu R i. indukcyjności wewnętrznej L w przy dwóch często¬ 
tliwościach: fi = 1 kHz, f 2 = 1 MHz dla linii o przewodach miedzianych o promieniu 
a = 0,2 cm. 

Odp. 


dla = 1 

kHz 

A 

= 1,93, 

L wf 

= 0,595 

R s 


dla f 2 = 1 

MHz 

Rj 

R s 

= 5,55, 

L wf 

Livs 

= 0,185 


3.2. STAN USTALONY PRZY POBUDZANIU SINUSOIDALNYM 

Zajmiemy się teraz badaniem właściwości linii długiej opisywanej 
równaniami (3-6), przyjmując za dane parametry jednostkowe L, C, R, G 
tej linii. Będziemy przy tym całkowicie pomijać zagadnienia związane 
z konstrukcją, technologią, eksploatacją i zastosowaniami rzeczywistych 
linii przesyłowych oraz różnicami między poszczególnymi realizacjami 
technologicznymi linii, mając na uwadze wyłącznie ustalony poprzednio 
model rzeczywistych linii w postaci linii długiej o równaniach (3-6). 

Rozważania ograniczymy do takich warunków w linii długiej, które 
odpowiadają stanowi ustalonemu przy pobudzaniu sinusoidalnym. Meto¬ 
dą, jaką będziemy się posługiwać, będzie — podobnie jak w zakresie ob¬ 
wodów o stałych skupionych — metoda wskazowa. 

Stanami nieustalonymi w linii długiej zajmiemy się w tomie 3. 

3.2.1. RÓWNANIA LINII DŁUGIEJ DLA STANU USTALONEGO PRZY POBUDZA¬ 
NIU SINUSOIDALNYM 

Załóżmy, że w każdym punkcie x linii długiej (0 ^ -T ^ l) napięcie 
u = u(x,t ) oraz prąd i — i(x,t) (rys. 3-9) zmieniają się w czasie sinusoidal¬ 
nie z taką samą pulsacją co. Założenie to odpowiada stanowi ustalonemu 
w linii długiej pobudzanej przebiegiem sinusoidalnym. 

Dla ustalonego punktu x linii możemy zatem napisać: 

u = ]/2 \U\ cos (< aot+cp) = Re [j/2 Ue j “ f ] | 

/- - ; I (3-38) 

i = j/2 |I| cos (cot+ip) = Re [|/ 2 I e J “ f ] ] 

gdzie: 

U = |U|e J> , 1 = \I\tP 

są zespolonymi wartościami skutecznymi (wskazami). 

Dla innego punktu linii zależności (3-38) pozostaną słuszne z tym, 
że będą w nich występować, ogólnie biorąc, inne wartości: \U\, 1 1\ , q>, y;. 
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Oznacza to, że zarówno wartości skuteczne jak i fazy początkowe są funk¬ 
cjami cc, a więc: 

U = U(x) = \U(x)\e Mx) i 

• , , (3-39) 

I — I(x) — \I (cc)| e 3v(x) | 

przy czym dla każdego x pulsacja co jest taka sama. 


0-- 

■- — - -o 

r 

° 

i- * . 4 

* 

^ i . 

— L -- 


Rys. 3-9. Rozważana linia długa 


Oznacza to, że napięcie i prąd w dowolnym punkcie x linii długiej* 
(0 ^ x ^ l) i w dowolnej chwili t możemy wyrazić wzorami: 

u = u(x,t) = Re [j/2 17(cc) e j “ f ] ) 

. , \ (3-40) 

i = i (cc, t) = Re [|/ 2 I (cc) e f ] J 

Wzory (3-39) i (3-40) są analogiczne jak dla obwodów o stałych sku¬ 
pionych z tym jednak, że dla obwodu o stałych rozłożonych zespolone 
wartości skuteczne (3-39) są funkcjami współrzędnej cc. Ma to dalszą kon¬ 
sekwencję: równania dla zespolonych wartości skutecznych (równania 
wskazowe) mają teraz postać równań różniczkowych (zwyczajnych, 
względem x), a nie algebraicznych, jak dla obwodów o stałych 
skupionych. 

Podstawiając (3-40) do (3-6) otrzymujemy po wykonaniu różniczko¬ 
wania: 


—Re 

/- dU(x) ^ t 
v dcc 

-Re 

\]/2 '“W eH 
dcc 


Re []/2 (R+j coL) I(cc) e j " f ] 
Re [j/_2 (G+ja>C) 17 (cc) e j<Bf ] 


Stąd, po opuszczeniu znaku Re (por. tom 1) i skróceniu przez 
otrzymujemy równania: 


\2 e iwt 


d r = ( r + 


dJ(aQ 

da: 


= (G+jcoC)U(x) 


(3-41) 


Są to równania linii długiej dla stanu ustalonego przy pobudzaniu si¬ 
nusoidalnym. Dotyczą one zespolonych wartości skutecznych 17(cc) oraz 
I(x). 
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3.2.2. ROZWIĄZANIA OGOLNE 

Równania (3-41) stanowią układ dwu równań różniczkowych zwyczaj¬ 
nych rzędu pierwszego, ich rozwiązanie ogólne powinno zatem zależeć 
od dwóch stałych dowolnych. Aby rozwiązanie to znaleźć, wyznaczymy 
najpierw równania dla U(cc) oraz I(cc) z osobna. Różniczkując pierwsze 
równanie (3-41) i uwzględniając drugie otrzymujemy 

—(R+j»L) (G+jojC) U (x) = 0 


Wprowadzając oznaczenie 


Y = ]/(R + jcoL)(G+jft>C) 


równanie to piszemy w postaci 


d 2 U(cc) 

dcc 2 


-y 2 U(x) = 0 


(3-42) 

(3-43) 


W analogiczny sposób otrzymujemy równanie dla prądu I(x) 


d 2 I (cc) 
dcc 2 


~y*I(x) = 0 


(3-44) 


Równania (3-43) i (3-44) są równaniami różniczkowymi zwyczajnymi 
rzędu drugiego. Ich rozwiązania mają postać: 

U (cc) = A 1 % VXj rA 2 e yx 

(3-45) 

I(x) = B 1 e rx +B 2 e rx 


gdzie A lf A 2 , B lt B 2 — stałe. Funkcje (3-45) mają być jednak rozwiązaniem 
ogólnym układu równań (3-41), powinny więc zależeć tylko od dwóch sta¬ 
łych dowolnych. Wynika stąd, że spośród czterech stałych A lf A 2 , B lf B 2 
tylko dwie są niezależne. Dla wyznaczenia pozostałych dwóch należy za¬ 
żądać, aby funkcje (3-45) spełniały równania (3-41). Podstawiając (3-45), 
np. do pierwszego równania (3-41) otrzymujemy 1} 

A t y z yx —A 2 y e vx = B t (R + jcoL) e _J,x + B 2 (R +j coL) e rx 

Funkcje e - ^ oraz e rX są liniowo niezależne, a równanie to powinno być 
spełnione tożsamościowo (dla każdego cc). Wynika stąd, że: 

A iV ^== Bi(R+jo>L) | (3 _ 46) 

-A 2 y = B 2 (R + jcoL) j 


*) Łatwo sprawdzić, że jeśli jedno z równań (3-41) jest spełnione tożsamościowo 
przez funkcje (-45), to jest spełnione tożsamościowo również drugie. Podstawianie 
(3-45) do drugiego równania (3-41) nie prowadzi więc już do nowych związków. 
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możemy zatem za stałe dowolne przyjąć albo A t i A 2 , albo B ± i B 2 , a war¬ 
tości pozostałych dwóch stałych wyznaczyć z (3-46). 

Przyjmijmy za dowolne stałe A t i A 2 . Wówczas z (3-46) otrzymujemy 

Bl = Al ~R+j^L~ ’ ~ Az ~R+fcoL~ 

lub: 

= B 2 — - ~ (3-47) 

gdzie przez Zf oznaczono 

z '=l /-WSr (3 ' 48) 

Podstawiając (3-47) do (3-45) otrzymujemy ostatecznie: 

U(x) = e~ r - x + A z e rx (3-49) 

= (3-50) 

Z f 

Są to rozwiązania ogólne równań linii długiej (3-41) dla stanu ustalo¬ 
nego przy pobudzaniu sinusoidalnym. Zgodnie z poprzednimi uwagami 
zawierają one dwie stałe dowolne A t i A 2 , które mogą być wyznaczone 
z dwóch dodatkowych warunków granicznych dla zacisków linii długiej, 
tj. dla x = 0 i dla x = l. 

Występujące w równaniach (3-49) i (3-50) współczynniki y i Z f są 
określone wzorami (3-42) oraz (3-48) i noszą odpowiednie nazwy: współ¬ 
czynnika przenoszenia (lub propagacji) i impedancji falowej 1 > linii, długiej. 
Łącznie są one nazywane parametrami falowymi lub charakterystycznymi 
linii długiej. 

O znaczeniu i interpretacji fizycznej parametrów falowych będzie mo¬ 
wa później. Obecnie wymaga jednak wyjaśnienia sprawa jednoznaczności 
y i Zf. Współczynnik przenoszenia y jest określony wzorem (3-42) jako pier¬ 
wiastek kwadratowy z liczby zespolonej. Pierwiastek ten, jak wiadomo, 
ma dwie wartości różniące się znakiem: +y i — y, przy czym z zapisu 
(3-41) nie wynika, o którą z tych wartości nam chodzi. Dla ujednoznacz- 
nienia wzoru (3-42) jest zatem konieczna jakaś dodatkowa umowa. War¬ 
tość y jest zespolona, a więc możemy napisać 

y.= a+-j£ (3-51) 


1 ) W teorii pola elektroenergetycznego impedancja ta bywa nazywana impedan- 
cją charakterystyczną [3.5]. 
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gdzie: a = Re y, fi = Im y noszą nazwy: współczynnika tłumienia i współ¬ 
czynnika przesunięcia Ł) . W dalszym ciągu będziemy zawsze przyjmować, 
że y oznacza tę wartość pierwiastka j/(R + ]coL)(G + jcoC), której część 
rzeczywista jest nieujemna i część urojona dodatnia, tzn. 

a^O, fi>0 (3-52) 

Umowa co do wyboru wartości y umożliwia od razu ujednoznacznienie 
wartości impedancji falowej, która też jest określona jako pierwiastek 
z liczby zespolonej — por. (3-48). Porównując bowiem (3-46) z (3-47) 
otrzymujemy zależność 

= R±jcoL (3 _ 53) 

f y 

która, wobec umowy co do wartości y, jednoznacznie określa Z { . Z (3-52) 
wynika np., że 

ReZ^>0 (3-54) 

W dalszym tekście, już bez osobnego podkreślania, będziemy zawsze 
przestrzegać przyjętej tu umowy. 


3.2.3. INTERPRETACJA FALOWA ROZWIĄZANIA OGÓLNEGO 

Przedstawmy rozwiązania ogólne (3-49) i (3-50) w postaci: 

U (cc) = U + (x) + lT(x) 
i ( x) = i + (x)+r(x) 

gdzie: 

U + (x) = Ai e~ rx , U~'(x) = A 2 e rx 
U + (x) _ A t c - yx r ~,„\ __ U~(x) A 


I + (x) 


I (x) = 


2 e rx 


(3-55) 

(3-56) 

(3-57) 

(3-58) 


przyjmując nadal, że A t i A 2 są stałymi dowolnymi. Podamy teraz inter¬ 
pretację falową składników U + (x) i U“(x) i analogicznie I + (x) i I“(x) —- 
słuszną dla dowolnych niezerowych wartości stałych A x i A 2 . 

Rozważmy najpierw składnik 


U + (x) = A 1 e = A t e e’ 


aX ~j/?x 


(3-59) 


Przyjmując, że A x = | | e^i możemy przedstawić przebieg czasowy od¬ 

powiadający wskazowi (3-59) w postaci 


h (x, t) = Re []/2 A x e e j(<uf ^ x) ] = ae “* cos (cot—fix-\-<pfi) (3-60) 


1 > Wielkości występujące w (3-51) noszą również inne nazwy, spotykane zwłasz¬ 
cza w teletransmisji: y — tamowność jednostkową, <x — tłumienność jednostkowa, 
fi — przesuwność jednostkową [3.3]. 
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lob 

gdzie a = }/2 \A t \. Zmiana A t będzie mieć więc wpływ na zmianę a oraz 
fazy początkowej q> t . 

Na rysunku 3-10 przedstawiono przebiegi napięcia u + (x, t) w czasie 
w różnych punktach x linii (dla uproszczenia przyjęto cp t — 0). Przebiegi te 
są sinusoidalne (por* ogólne założenie uczynione na początku p. 3.2.1), 
przy czym zarówno ich amplituda jak i faza zależą od x. Ze wzrostem x 



Rys. 3-10. Przebiegi napięcia u+(x, t) 
w czasie w różnych punktach x linii 
długiej 


Rys. 3-11. Rozkłady napięcia u+{x,t) 
wzdłuż linii długiej dla różnych chwil t 
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rośnie proporcjonalnie przesunięcie fazowe (opóźnienie fazowe) px. Jedno¬ 
cześnie, przyjmując a > 0, amplituda przebiegu maleje wykładniczo ze 
wzrostem x. Jedynie w szczególnym przypadku a = 0 (który, jak łatwo 
zauważyć — por. 3.3.2 — odpowiada linii bez strat: R = 0, G = 0) ampli¬ 
tuda ta byłaby dla wszystkich x stała. 

Z wnioskami tymi wiążą się nazwy: współczynnika tłumienia a 
i współczynnika przesunięcia /?. 

Na rysunku 3-11 przedstawiono rozkłady napięcia u + (x,t) wzdłuż 
linii (tj. w funkcji x) dla różnych chwil t (również przy <p t — 0). Rozkłady 
te dla a!>0 mają kształt tłumionej wykładniczo sinusoidy, przy czym 
tłumienia nie ma dla <x = 0. 

Rozważmy teraz położenie punktów ekwifazowych drgania, tj. ta¬ 
kich punktów (a:, t), dla których 

cot—fix-\-<p 1 = const (3-61) 

Ze wzrostem t przy zachowaniu równości (3-61) rośnie również x. Ozna¬ 
cza to, że punkty ekwif azowe przesuwają się z upływem czasu w kierun¬ 
ku wzrastających cc. Na rys. 3-10 zaznaczono punkty odpowiadające fazie 

cot—^x+(p 1 = 0 

Jeśli w chwili punkt o fazie drgania (3-61) znajdował się w poło¬ 
żeniu x 1} to w chwili t 2 > ti znajdzie się on w położeniu x 2 > x 1} przy 
czym: 

cot 1 —^x 1 -\-(p 1 = cot 2 —(lx 2 -\-(p x (3-62) 


Równość ta umożliwia wyznaczenie prędkości ruchu punktów ekwifazo- 
wych, czyli prędkości fazowej v. Z (3-62) wynika, że 


x 2 —x i _ co 
t 2 — ti 


a stąd prędkość fazowa 


■ v = -%- (3-63) 

P 

. { 

Prędkości fazowej (3-63) odpowiada długość fali l w linii (rys. 3-11) 


. _ v _ 2 K 

f ~ P 


(3-64) 


Podane rozważania prowadzą do następującego wniosku: 

Składnik u + (x, t) przedstawia falą o przebiegu sinusoidalnym w cza¬ 
sie, przesuwającą się w kierunku wzrastających x z prędkością fazową v.. 
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Fala ta jest tłumiona wykładniczo w kierunku swego ruchu (tj . ze wzro¬ 
stem x), a w przypadku granicznym braku tłumienia (a = 0) rozchodzi 
się bez zmiany amplitudy. 

Z pierwszego wzoru (3-58) wynika, że dokładnie taką samą interpre¬ 
tację można odnieść do składnika prądowego I + (x ) oraz odpowiadającej, 
mu funkcji czasu 


i + ( x, t) — Re [|/2 I + (x) e iwf ] = Re 


j /“2 


A 


1 (cot-8x) 


Rozważmy teraz drugi składnik prawej strony wzoru (3-55), tj. 

U~(x) = A 2 e 7X = A 2 e x e i/? * (3-65) 

oraz odpowiadającą mu funkcję czasu 


u~(x , t) = Re []/2 A 2 e ax e iM+/W ] 

Wprowadzając zamiast x odległość £ liczoną od prawego końca linii (rys.. 
3-9), przy czym: 


x = Z — i (3-66) 


możemy wyrażenie (3-65) przepisać w postaci 

U~(x > ) - A 2 e“M e-iHi-ę) = A 2 e^e~^ (3-67) 

gdzie A 2 — A 2 e~? 1 jest nadal stałą dowolną. 

Z porównania (3-67) z (3-59) wynika, że wszystkie wnioski dotyczą¬ 
ce U + (x) i u + (x, t ) będą słuszne również w odniesieniu do U~(x ) i u~(x, t), 
jeśli tylko zamienimy x na £, tzn. odległość będziemy liczyć od drugiego 
końca linii. Zważywszy, że ze wzrostem £ maleje x, możemy od razu wnio¬ 
ski te sformułować następująco: 

Składnik u~{x, t ) przedstawia falą o sinusoidalnym przebiegu w cza¬ 
sie, przesuwającą się w kierunku malejących x z prędkością fazową v. 
Fala ta jest tłumiona wykładniczo w kierunku swego ruchu (tj. z male¬ 
niem cc), a w przypadku granicznym braku tłumienia (a = 0) rozchodzi. 
się bez zmiany amplitudy. 

Prędkość fazowa v i długość fali X są oczywiście takie same jak po¬ 
przednio i określone wzorami (3-63) i (3-64). 

Tę samą interpretację odnosimy również do drugiego składnika I~(x) 
wzoru (3-5,6) dla prądu i odpowiadającej mu funkcji czasu 


i (x, t) = Re []/2 I (cc) e j “*j = Re 



A 

_ q<xx gj (.cat+fix) 


W związku z podaną interpretacją przyjęto nazywać u + (x, t) i i + {x, t ) 
napięciem i prądem fali docelowej oraz odpowiednio u~(x,t), i i~(x,t) na¬ 
pięciem! prądem fali powrotnej. 
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Ze wzorów (3-55) i (3-36) wynika, że: 

u(x,t) = u + (x,t)+u~{x,t) 1 
i(x,t) = i + (x,t) + i~(x,t) ] 

;a więc: napięcie (prąd) w linii jest zawsze sumą napięć (prądów) fali do¬ 
celowej i fali powrotnćj. 

Zwracamy uwagę, iż często zamiast np. mówić „napięcie (prąd) fali 
■docelowej” mówimy po prostu „fala docelowa”, przy czym nazwy tej (jeśli 
nie prowadzi do nieporozumień) używa się zarówno w odniesieniu do 
funkcji czasu: u + (x , t), i + (x, t) jak i do wskazów: U + (x), I + (x). W podob¬ 
nym znaczeniu używa się również nazwy „fala powrotna” A) . 

Z ‘zależności (3-57) i (3-58) wprost wynika, że: 


U + (x) U~(x ) = 

i + (x) h i~(x j 


(3-69) 


Oznacza tó, że w dowolnym punkcie x linii długiej stosunek napięcia do 
prądu fali docelowej jest równy impedancji falowej Zf. Dotyczy tó rów¬ 
nież ze znakiem minus stosunku napięcia do pfądu fali powrotnej. 

Na podstawie równości (3-57) można stałym dowolnym A ± i A 2 — por. 
wzory (3-49) i (3-50) — nadać prostą interpretację. Podstawiając x = 0 
do (3-57) i oznaczając: 

U + (0) = U+, u~(o) = u- 

otrzymujemy: 

A = Ą, = u r (3-70) 

Oznacza to, że stałe A 1 i A 2 są odpowiednio równe wartościom na 
początku x — 0 linii napięcia fali docelowej i powrotnej. 

Wzory (3-49) i (3-50) można zatem napisać również w postaci: 


U(x) = U+ e-^+U- &* 
I(x) I+e-* x +I--e? x 


(3-71) 


przy czym, zgodnie z (3-69): 

m u~ 

il = i + ( o) = -~, ę = no) = - - 7 l 

Zf Zf 


(3-72) 


3.2.4. DRUGA POSTAĆ ROZWIĄZANIA OGOLNEGO 

Często dogodnie jest przedstawić prawe strony wzorów (3-49) i (3-50) 
w innej postaci. Uwzględniając, że: 

e~yx — ch yx —sh yx, e yx — ch yx + sh yx 

J ) Oprócz nazw: fala docelowa, fala powrotna są używane również nazwy: fala 
pierwotna, fala odbita. 
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otrzymujemy po podstawieniu: 

U (x) = (A x +A 2 ) ch yx -f(A 2 — Aj) sh yx 

I(x)~ - \r [(A 2 —Ai) ch yx+ (A* + A 2 ) sh yx] 

Af 

Stałe Aj i A 2 są dowolne, a więc stałe A i B określone wzorami: 

A = Aj-j-A 2 , B = A 2 Aj (3-73) 

są też dowolne. Wzory (3-49) i (3-50) możemy zatem napisać również w na¬ 
stępującej równoważnej postaci: 

U(x) = Achyx+B shyx (3-74) 

I(x) = — -^-(Ashy^-f-jBchya:) (3-75) 

Af 

Przy spełnieniu równości (3-73) prawe strony wzorów (3-49) i (3-74) oraz 
(3-50) i (3-75) są tożsamościowo sobie równe. 

W dalszych zagadnieniach wyznaczając stałe dowolne z warunków 
granicznych będziemy, w zależności od potrzeby, posługiwać się wzorami 
(3-49) i (3-50) lub (3-74) i (3-75). - ■ - 


3.2.5. LINIA DŁUGA JAKO CZWORNIK 

Załóżmy, że interesować nas teraz będą napięcia i prądy na zaciskach 
linii długiej (tj. dla x = 0 i x == l) oraz związki między nimi, nie będzie¬ 
my natomiast zajmować się napięciami i prądami dla 0 <ix <i l. W takim 
przypadku uważamy linię długą za czwómik (rys. 3-12), o wielkościach 
pierwotnych (cc = 0): 

; \ U x = U(0), h^I(0) (3-76) 

i wtórnych (x = l): . . •. 

U 2 = U(i), J 2 = id) 

Przyjmijmy, że są znane wielkości pierwotne U 1 oraz Ij i wyznaczmy 
z warunków (3-76) stałe A i B we wzorach (3-74) i (3-75). 


Ui | - • \ui ~ 

o— —o 

Rys. 3-12. Linia długa jako czwórnik 


Dostajemy równości: 


a stąd: 



A = U it B= -hZf 

x ) Jest to oczywiście czwórnik o stałych rozłożonych. 



(3-77) 
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Po podstawieniu wartości (3-77) do wzorów (3-74) i (3-75) otrzymujemy: 


U(x ) — U 1 chyx—I 1 Zfśhyx 

I(x) — sh yx + 1 ± ch yx 

Zf 


(3-78) 


Podstawiając w tych wzorach x = l otrzymujemy równania łańcu¬ 
chowe odwrotne linii długiej: 


U 2 = U i ch yl — 1 ± Zf sh yl 

U 1 (3-79) 

I 2 =-^shyH-IiChyl 

Z f 

umożliwiające wyznaczenie wielkości wtórnych U 2 , h> gdy są znane wiel¬ 
kości pierwotne U lt Ij. 

Rozwiązując układ równań (3-79) względem U Ł i I t otrzymujemy rów¬ 
nania łańcuchowe linii długiej: 


Ui == U 2 ch yl-\rl 2 Zf sh yl 
h = ^shyl + l 2 chyl 


(3-80) 


wyrażające wielkości pierwotne U i, Ii przez wielkości wtórne U 2 , I 2 . Ma¬ 
cierz łańcuchowa linii długiej jest zatem równa 



chyl 
-4~sh yl 

L z / 


Zfshyl 
ch yl 


(3-81) 


Jeśli porównamy macierz (3-81) z macierzą łańcuchową czwórnika 
symetrycznego o stałych skupionych, wyrażoną przez parametry falowe 
(por. tom 1) zauważamy, że macierze te są identyczne, jeśli przyjąć 

9 = yl (3-82) 

gdzie g jest współczynnikiem przenoszenia czwórnika. 

Wynika stąd, że parametry Z f i y odgrywają istotnie dla linii dłu¬ 
giej rolę parametrów falowych. Współczynnik y jest jednak współczynni¬ 
kiem jednostkowym (na jednostkę długości linii), a współczynnik przeno¬ 
szenia g całej linii długiej uważanej za czwórnik jest określony wzorem 
(3-82). 

Trzeba przy tym podkreślić, że parametry falowe linii długiej są ści¬ 
śle związane z falowym charakterem zjawisk w linii, nie. występujących 



192 


3. LINIE DŁUGIE 


w czwórniku o stałych skupionych. Parametry falowe czwórnika o sta¬ 
łych skupionych są więc, w pewnym sensie, wprowadzane przez analogię 
do linii długiej i zależności (3-81) dla macierzy łańcuchowej. 

ZADANIA 

3.18. Parametry jednostkowe linii długiej wynoszą: R = 1,2 £l/m, L — 0,4 fiH/m, 
C = 40 pF/m, G = 0,3 piS/m. Obliczyć wartości Zf, a, fi, y i v dla częstotliwości / = 
= 1 MHz. 

Odp. 4 ) 

Z f = 106e _jl3 °Q 

y = 26,4- 10- 3 e j77 ° 15 ' l/m 
a = 5,87 • 10~ 3 N/m 
fi = 25,6 • 10~ 3 rad/m 
v = 2,46 • 10 8 m/s 

3.19. Napięcie (o pulsacji co) na początku linii wynosi U 1 = 100 V. Przyjmując, 
że w linii występuje tylko fala docelowa obliczyć wartość zespoloną U 2 i przebieg 
czasowy u 2 (t ) napięcia na końcu linii, zakładając l = 10 km, <x = 0,3* 10~ 4 N/m, fi = 
= 2 • 10 4 rad/m. 

Odp. U 2 = 74,1 e“ ili4035 ' V; u 2 (t) = 105 cos (cot- 114°35') V 

3.20. Na początku linii wartość skuteczna napięcia fali docelowej wynosi | U t + ] — 
= 100 V. Przyjmując, że na końcu linii | U 2 + | = '\U 2 -\ obliczyć minimalną długość 

linii l m - in , przy której stosunek . na początku linii jest nie większy niż 1% przy 

17+ 

zadanej wartości oc = 20 • 10 -3 N/m. 

Odp. Imin ~' 115,1 m 

3.21. Przy częstotliwości / = 100 kHz prędkość fazowa w linii wynosi v = 
= 2 • 10® m/s. Obliczyć współczynnik przesunięcia tej linii oraz długość fali X w linii. 

Odp. fi = 3,14 • 10 -8 rad/m; X = 2000 m. 

3.22. Na początku a: = 0 linii o parametrach: Zf = 200 Q, y = (1 + j0,5) 10 -4 l/m, 

i — 5 km jest dane napięcie i prąd: — 100 V, I x — 0,5 A. Obliczyć napięcie U 2 i prąd 

I 2 na końcu x = l linii. 

Odp. 

U 2 = 60,5 e _j143010 ' V 
I 2 = 0,303 e-j 143010 ' A 

3.23. Dla wielkości zaciskowych podanych na rys. 3-12 wyznaczyć macierz im- 
pedancyjną i macierz admitancyjną Y linii, 

4 > Porównaj uwagę na str. 200 dotyczącą wymiarów oc, fi, y. 
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Odp. 


Zf cth yl 


sh yl 


Z f 


sh yl 
-Zf cth yl 


cth yl — 


Zf sh yl 


Zf sh yl 


-cth yl 


3.24. Macierz rozproszenia $ linii jest to macierz występująca w równaniu 


ty 

pt. 



gdzie ZJ* U+, U~, U“oznaczają wartości fal napięciowych: docelowej (+) i powrot¬ 
nej (—) na początku (1) i na końcu (2) linii. Wyznaczyć macierz S. 

Odp. 

[0 e^H 

•' 5 = 

[e~ yl 0 

3.25. Sprawdzić, że (por. rys. 3-12): 


ty = -f-<y-z,y 


3.3. PARAMETRY FALOWE L1MI DŁUGIEJ 


Parametry falowe linii długiej są, jak już wiemy — por. wzory (3-42) 
i (3-48) — określone następująco: 

r = «+jP = ]/(R+jooL) (G+j<oĆ) (3-83) 

z, = ]/-§y£c- < 3 - 84 > 

Wielkości a, /?, Z f są więc formalnie funkcjami pięciu zmiennych: czte¬ 
rech parametrów jednostkowych L, C, R, G oraz pulsacji co. W punkcie 
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tym będziemy się głównie zajmować zależnością parametrów falowych 
a, {3 i Zf od pulsacji co przy ustalonych wartościach L, C, R, G (LC 
^ 0). Jednocześnie interesować nas będą możliwości takiego szczególnego 
doboru wartości L, C, R, G, przy których otrzymuje się uproszczenie za¬ 
leżności (3-83) i (3-84), np. niezależność Z f od pulsacji co. 

Ze współczynnikiem przesunięcia /? jest ściśle związana prędkość fa¬ 
zowa v w linii długiej, określona wzorem (3-63) 

co 

v = ~f 

a także prędkość grupowa v g 

dco 

o której znaczeniu będzie mowa w p. 3.3.1. 


(3-85) 


(3-86) 


3.3.1. ZNIEKSZTAŁCENIA AMPLITUDOWE I FAZOWE 

Rozważmy linię długą (rys. 3-9) o ustalonych parametrach jednostko¬ 
wych L, C, R, G i długości l przyjmując, nieco inaczej niż dotychczas, 
że w linii rozchodzą się jednocześnie fale odpowiadające różnym częstotli¬ 
wościom. Wskutek liniowości napięcie i prąd w linii, zgodnie z zasadą su¬ 
perpozycji, są sumami odpowiednich składników sinusoidalnie zmiennych 
w czasie o różnych pulsacjach. 

Aby nie komplikować rachunkowo zagadnienia rozważymy przypadek 
najprostszy przyjmując, że w linii długiej rozchodzą się dwie fale sinusoi¬ 
dalne o pulsacjach a> 1 i co 2 , przy czym są to tylko fale docelowe, porusza¬ 
jące się w kierunku wzrastających x. Zgodnie z rezultatami p. 3.2.3 i za¬ 
sadą superpozycji możemy zatem napisać 

u(x, t) = Ui(x, t)-\-uu(x, t) (3-87) 

przy czym: 

Uj(;r , t) = j/2 |Uj| e -ai ' v cos (cc^ t—fi ± x-\-cp^ ^ 

u n (x, t) = j/2 !t/ n !e~“ 2 *cos((w 2 t— fi 2 x+(p u ) 

gdzie: 

r 2 = «»+j& = )i-„. 


>’l = «l + JĄ = ł’|—.i> 
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oznaczają wartości współczynnika przenoszenia y (współczynnika tłumie¬ 
nia a, współczynnika przesunięcia /?) dla co = coj i co = co 2 oraz: 


\ u i> Wi’ l^iJ> 

są odpowiednio: wartościami skutecznymi i fazami napięć o pulsacjach 
coj i co 2 na początku: x = 0 linii. Rozważane fale o pulsacjach a> 1 i co 2 roz¬ 
chodzą się z prędkościami fazowymi v ± i v 2 , które, zgodnie z (3-63), są 
równe: 


Vi = 


(X>x 

~h' 



co 2 

($ 2 , 


Ze wzorów (3-88) otrzymujemy dla x — 0: 


1 ^( 0 , t) = J/2 |Uj| cos (co 1 t + 9 ?j) 
w n ( 0 , t) = j /2 |U n | cos (co 2 1 + 99 n ) 

oraz dla x = l: 


ufi, t) = ]/2 |Uj!e ai, cos(co^-^l + ęjj) = |/2 \U- 


e ł cos 


co. 


t — 



1 


t) = l /2 l^ n |e _fi<2? cos (ft> 2 t—/5 2 l + 9 o n ) = )/2 |U n l e“ a2 'cos 

Jeśli x t -=£l a 2 , to fala I (o pulsacji coj) jest inaczej tłumiona niż fala II 
(o pulsacji co 2 ). Mówimy wówczas, iż linia długa wprowadza zniekształ¬ 
cenia amplitudowe, relacje między amplitudami (wartościami skuteczny¬ 
mi) sygnałów składowych na początku linii są bowiem inne niż na jej 
końcu. Warunkiem niewprowadzania przez linię długą tak rozumianych 
zniekształceń amplitudowych jest więc warunek: aj = a 2 lub ogólniej 

a = const (3-89) 

tzn. warunek niezależności współczynnika tłumienia a od pulsacji. 

Podobnie, jeśli v 1 ^=v 2 , to relacje między fazami sygnałów składo¬ 
wych na początku i na końcu linii będą różne wskutek różnych prędkości 
fazowych. Mówimy wówczas, że linia długa wprowadza zniekształcenia 
fazowe. Warunkiem niewprowadzania przez linię długą tak rozumianych 
zniekształceń fazowych jest więc warunek: v x = v 2 lub ogólniej 

v — const (3-90) 
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tzn. warunek niezależności prędkości fazowej v od pulsacji 

Wobec (3-63) warunek (3-90) jest równoważny warunkowi, aby 
współczynnik przesunięcia fi był proporcjonalny do pulsacji 

fi ~ koj (3-91) 

Podamy teraz prostą interpretację prędkości grupowej (3-86). W tym 
celu rozważmy jeszcze raz napięcie (3-87) przy poprzednich założeniach, 
przyjmując dodatkowo (dla uproszczenia zapisu): 

Ot 1 =<X 2 =<X, luj = |ty = |U| , Cp x = rp n = 0 

Uwzględniając (3-88) możemy napisać 

u(x , t) = 2)/2 |U| e'“cos ( - tt>1 ~ f ” 2 t - x ) cos ( t &±Al x) 

(3-92) 

Oznaczając: 

A oj = co 1 — a) 2 , A fi = fi±—fi2 

i przyjmując, że Ao) jest dostatecznie małe, możemy (3-92) uważać za syg¬ 
nał o pulsacji 


i o modulowanej 
nego sygnału: 


O) 


0)i + 0>2 


amplitudzie, zmieniającej się w takt wolnozmien- 


Aco 

cos I —— z 


A fi 


x 


(3-93) 


Napięcie (3-92) będzie się rozchodzić wzdłuż linii z prędkością fazo¬ 
wą: v = (n/fi , gdzie: fi — {fi t + /? 2 )/2, jednak zmiany amplitudy tego napięcia 
(tj. obwiednia modulacji, por. tom 3) mogą rozchodzić się z inną prędko¬ 
ścią v g zwaną prędkością grupową. 

Prędkość grupowa v g jest zatem prędkością zmian fazy wyrażenia 
(3-93), i równa się Aco/Afi, Przy Aco -> 0 (wówczas również A fi -> 0) otrzy¬ 
mujemy 

Ao> dco 
~ llm A fi ~~ d fi 

a więc zależność (3-86). 

b Kwestię wprowadzanych przez linię długą zniekształceń traktujemy tu, z ko¬ 
nieczności, fragmentarycznie, nasze rozważania są bowiem ograniczone do stanu 
ustalonego przy pobudzaniu sinusoidalnym. Kwestia ta z całą wyrazistością występuje 
dopiero przy dowolnych sygnałach w linii długiej (a więc np. w stanach nieustalonych, 
por. tom 3) i wówczas naruszenie warunku (3-89) lub (3-90) prowadzi do zmiany 
kształtu sygnału w miarę jego rozchodzenia się wzdłuż linii. 
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Prędkość grupowa v g jest niezależna od pulsacji co, gdy zależność mię¬ 
dzy p a co jest liniowa, tzn. gdy zachodzi proporcjonalność (3-91). Oznacza 
to, że jeśli v = const, to v g = const i wówczas 

v g = v (3-94) 

W przypadku tym mówimy, że w linii długiej nie występuje dyspersja .. 

Jeśli natomiast prędkość fazowa zależy od pulsacji, to również pręd¬ 
kość grupowa zależy od co i na ogół v ^ v g . Mówimy wówczas, że w linii 
długiej występuje zjawisko dyspersji. 

3.3.2. LINIA NIEZNIEKSZTAŁCAJĄCA 


Jeśli .między parametrami jednostkowymi linii długiej zachodzi rela¬ 
cja (LC # 0) 


R __ _G 
L ~ C 


(3-95) 


to mówimy, że jest to linia nieznieksztalcająca (zrównoważona). 
Przy warunku (3-95) wzory (3-83) i (3-84) przybierają postać: 


y = ]/(fi+jft)L) (G+ja>C) = V / ŁC|/ / (^r +J“) 

= j/lc +j<») = \/rg ]/LC 

/ 


CO 


=/■ 


R-RjcoL 


L 

C 



G+jcoC 

Dla linii niezniekształcającej mamy zatem: 


-§- +iw 


VA 


y = a + j/?, a = ]/RG , fi = co}/LC 

(3-96) 

1 

V = Va = -. 

' ]/LC 

(3-97) 

Zf = R o = ~|/ q 

(3-98) 

Ze wzorów tych wynika, że jest to istotnie przypadek linii niezniekształ¬ 
cającej, są bowiem spełnione oba warunki (3-89) i (3-90). 

Za przypadek szczególny linii niezniekształcającej można uznać linię 
bez strat: 

R = 0, G = 0 

dla której: 

(3-99) 

jT 

o 

II 

8 

(3-100) 
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przy czym, jak poprzednio: 


6 = o) j/LC = — 

V 

(3-101) 

1 

V = V, = „-- 

(3-102) 

g )/ LC 

= ]/ 

(3-103) 


W praktyce, jeśli nie jest możliwe przyjęcie (w przybliżeniu) założe¬ 
nia (3-99), warunek (3-95) jest trudny do spełnienia. Wszystkie rzeczywi¬ 
ste realizacje techniczne linii przesyłowych spełniają bowiem relacje 

-£•>-£' (3-104) 

przy czym dla orientacji 

R 

= lO-r-10 4 (3-105) 

Cr ■ ' ' 

c 

Dolna granica odpowiada liniom powietrznym, górna — liniom kablowym. 
Ze względu na znaczne walory eksploatacyjne linii niezniekształcającej 
w wielu rozwiązaniach technicznych specjalnie dąży się do uzyskania wa¬ 
runku (3-95) lub przynajmniej do odpowiedniego zmniejszenia stosunku 
(3-105). Jednym ze stosowanych technicznie sposobów jest zwiększanie in- 
dukcyjności jednostkowej L przez wprowadzanie w odpowiednich miej¬ 
scach linii dodatkowych indukcyjności skupionych (tzw. pupinizacja linii). 

3.3.3. PRZYPADEK OGÓLNY LINII DŁUGIEJ 

Rozważymy teraz typową zależność od częstotliwości wielkości y = 
= a + j/?, Z f , v oraz v g przyjmując za ustalone wartości parametrów jed¬ 
nostkowych L, C, R, G. Będziemy przy tym zakładać, że parametry te 
spełniają nierówność (3-104), co eliminuje rozważony już przypadek linii 
niezniekształcającej. 

Współczynnik przenoszenia y — <x + j/?. Aby wyznaczyć wzory dla 
i /? podnieśmy do kwadratu równość (3-83). Otrzymujemy 

<x 2 —/5 2 + 2 j <xfi = (R + j coL) (G + j coC) 
a stąd dwa równania: 

(3-106) 


a 2 —= RG—o) 2 LC 1 
2ocfi = co(GL+RC) j 
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o dwóch niewiadomych a i (3. Rozwiązując ten układ równań dostajemy: 




|/(R 2 + co 2 L 2 )(G 2 + co 2 C 2 ) +-^-(RG-co 2 LC) (3-107) 

Z z 


fi 


= 1/A* 


2 +co 2 L 2 ) (G 2 + co 2 C 2 ) 


(RG — co 2 LC) (3-108) 


Otrzymane wzory są dość złożone. Aby uzyskać wykresy, należałoby 
dokładniej zbadać zależność a i od co w przedziale 0 ^ co <C + oo *>. Po¬ 
mijając szczegóły rachunkowe podamy tylko niektóre rezultaty. 

Dla co = 0 mamy: 

, 0 ||j/RG 


a> = 0 




== oc„ 


= o 


(3-109) 


Przy cu —> oo 

= A( R lA +G lA)=i 


A 

R 0 


+ GR„) (3-110) 


gdzie 






natomiast {3 —> oo. Na podstawie pierwszego równania (3-106) możemy jed¬ 
nak napisać 

(x 2 -RG = ^-co 2 LC 

a stąd 

(x 2 — RG 


(3 — co ]/ LC = 


0 


/3-f- co }/LC 

przy co->oo. Oznacza to, że funkcja /? — f(co) ma asymptotę ukośną 


(3-111) 


co ]/ LC 

i przy tym ^ co j/LC, ponieważ: a = j/RG (proponujemy czytelni¬ 
kowi wykazanie tego). 

Na rysunkach 3-13 i 3-14 podano wykresy a i /? w funkcji co. Uwzględ¬ 
niając, że 

i/i = r « 2 +^ 2 

otrzymujemy bez trudu podaną na rys. 3-15 zależność |/| od pulsacji. 


ł ) Należy jednak pamiętać, iż zgodnie z uwagami z p. 3.1.2 i p. 3.1.4 otrzymane 
w ten formalny sposób wyniki będą słuszne dla rzeczywistych linii przesyłowych 
jedynie w pewnym ograniczonym przedziale częstotliwości. Należy ponadto mieć na 
uwadze, iż w rzeczywistych liniach przesyłowych parametry jednostkowe (przynaj¬ 
mniej niektóre, np. R, G) mogą zależeć od pulsacji, czego nie uwzględnia przepro¬ 
wadzona dyskusja. 
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Rys. 3-13. Zależność współczynnika 
tłumienia a od pulsacji co 



Rys. 3-14. Zależpość współczynnika 
przesunięcia fi od pulsacji co 



Rys. 3-15. Zależność modułu współczynnika przenoszenia | y ] od pulsacji co 


Uwaga. Wymiary fizyczne wielkości a, fi i y są takie same: [l/m]. 
Z uwagi jednak na to, że wielkość fil jest miarą kąta, współczynnik 
przesunięcia fi wyrażamy w rad/m. 

Podobnie, z uwagi na to —• por. wzory (3-57), (3-58) i (3-71) — że wiel¬ 
kość al jest miarą tłumienia, np. 


od = ln 




i może być wyrażona w neperach, współczynnik tłumienia oc wyrażany 
jest zwykle w N/m. 

Mamy przy tym oczywiście: 


fi [l/m] = fi [rad/m], a [l/m] = a [N/m] 

Jak wiadomo [3.1; 3.3], oprócz miary tłumienia opartej na logarytmie 
naturalnym (neper) stosuje się miarę opartą na logarytmie dziesiętnym 
(bel, decybel), przy czym: 

1 N = 20 lg e dB^ 8,686 dB 
1 dB^0,115 N 

Prędkość fazowa v i prędkość grupowa v g , Z zależności (3-111) wyni¬ 
ka, że przy co -> oo: 
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Oznacza to, że 1) 


lim v — lim v g — v r 

<0->0O CI)->-0O 


J LC 


(3-112) 


(3-113) 


Podobnie, uwzględniając np. drugie równanie (3-106), łatwo wykazać, że 

21 SG 

hm V = hm v = v „ = - - 
<M->0 (M-s-0 ■K'-' "T U-L/ 

a ponadto — por. wykres z rys. 3-14: 

d co ^ co 


czyli v g ^ u. 

Na rys. 3-16 podano wykresy v i v g w funkcji pulsacji co. 



Rys. 3-16. Zależność prędkości fazowej v i prędkości grupowej v g od pulsacji co 


Impedancja falowa Z f . Przyjmując 

Z. = l/= |ZJ e J> * 

otrzymujemy od razu: 

4 / R 2 + co 2 L 2 
. . *' V G 2 + co 2 C 2 

^=-^-( arCt 8 ^- arCt 8 -cnc) 


J ) Przypominamy, że zgodnie ze wzorem (3-30) 

1 _c___ 

}/LC }4 r 

gdzie: c — prędkość światła w próżni: s r — względna przenikalność elektryczna di¬ 
elektryka. 

Zwracamy uwagę, iż w przypadku linii o zwiększonej indukcyjności (por. p. 
3.3.2) będzie: 

-4=r-<—4=- 

1 /LC ' i /s r - 


(3-114) 

(3-115) 

(3-116) 
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Konsekwencją przyjęcia warunku (3-104) jest nierówność 

<P Z < 0 (3-117) 

która oznacza, że Im Z f 0 tzn. część urojona impedancji falowej ma cha¬ 
rakter pojemnościowy. 

Dla co = 0 oraz co -> oo mamy: 



Rys. 3-17. Zależność modułu impedancji Rys. 3-18. Zależność argumentu impe- 
falowej | Zf |od pulsacji co dancji falowej cp z od pulsacji co 

Na rysunkach 3-17 i 3-18 podano wykresy \Z f \ i cp z w funkcji pulsa¬ 
cji co. Łatwo sprawdzić, że minimum cp z zachodzi dla pulsacji co' 



3.3.4. ZALEŻNOŚCI PRZYBLIŻONE DLA DUŻYCH co 


Z przytoczonej w p. 3.3.3 dyskusji lub wprost z wykresów z rys. 3-13 
do 3-18 wynika, że wszystkie analizowane funkcje wyrażające zależności 
oc, /?, v, v g , | Zf | oraz cp z od pulsacji mają asymptoty przy co oo. 

Oznacza to, że dla dostatecznie dużych wartości co można odpowiednie 
wielkości zastąpić w przybliżeniu ich wartościami asymptotycznymi. Otrzy¬ 
mujemy w ten sposób wzory przybliżone: 


a '^'H“fr +GRo )’ 


1 



słuszne dla dostatecznie dużych wartości co. 


(3-118) 
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Do zależności (3-118) można dojść również bezpośrednio ze wzorów 
(3-83) i (3-84). Pisząc je w postaci: 



R +jcoL 
G+jcoC 



7 = ('(R + jcoL) (G + jcoC) = jco j/LC j/(l + ^-) (l + 

zauważamy, że przy założeniach: 

R <C coL, G«coC (3-119) 

można otrzymać w przybliżeniu 



oraz 


>=*=» ja) ł/LC-j/ 
= !(*]/ 


1 + 


R 


+ 


G 


jco 


C 

■+. G 

L ~ 


jcoL ' jcoC 
]/-§■ ) + j® l' LC 


j/LC 


1 + T(lfr + i^ 


tzn. właśnie wzory (3-118). Z warunków (3-119) wynika, że zakres słusz¬ 
ności wzorów (3-118) powinien być określony łącznie przez warunek do¬ 
statecznie dużych pulsacji i warunek dostatecznie małych strat. 

Wynika stąd również, że odstępstw od równości (3-118) można się 
spodziewać dla małych częstotliwości lub dla dużych strat. Praktycznie, 
w dużej liczbie spotykanych w technice przypadków można przyjmować 
wzory (3-118). 


ZADANIA 

3.26. Przyjmując wartości L, C, R, G z zad. 3.18 obliczyć wartości Z/, a, v dla 
dużych częstotliwości. Przyjmując: j3 = co}/LC obliczyć wartości /? i y dla f = 1 MHz, 
a otrzymane wartości Z/, a, /5, y i v porównać z wynikami zad. 3.18. 

Odp. 

Z f = 100 Q, a ~ 6,02 • 10“ 3 N/m 
v = 2,5 • 10 8 m/s 

dla f — 1 MHz: /? = 25,12 • 10 -3 rad/m 
y = 25,8- l(r 3 e j76 ° 30 ' l/m 
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3.27. Przyjmując wartości L, C, R, G z zad. 3.18 oraz zakres zmian pulsacji: 

0 < co < + oo wyznaczyć zakresy zmian: współczynnika tłumienia a 0 < a < pręd¬ 
kości fazowej v 0 < u < , modułu impedancji falowej 

! Z / l w=oo < \ Z f < l Z f!c = 0 

oraz argumentu impedancji falowej 

<P Z \ # < <P Z < 0 

Odp. 

a 0 = 0,6 • 10" 3 N/m, = 6,02 • 10~ 3 N/m 

u 0 = 0,25 • 10 8 m/s, v OQ ~ 2,5 • 10 8 m/s 
l z /Uoo = 100 Q, \Z f \ a=0 = 2000 Q 

= 0,15 • 10 6 rad/s, ~ ~ 43 ° 

3.28. Obliczyć impedancję falową Zf oraz współczynnik przenoszenia y = a + j/J” 
linii długiej o parametrach: R = 0,3 Q/m, G = 0, coL = 0,5 Q/m, coC = 7 • 10~ 5 S/m. 

Odp. 

Z f = 915e~ jl5 ° 30 ' Q,y = (0,17+jO,615) • 10“ 3 l/m 

3.29. Sprawdzić, że wartości parametrów L, C, JJ, G, z zad. 3.18. nie spełniają, 
warunku (3-95). Obliczyć wartość L*, do jakiej należy zwiększyć wartość indukcyj- 
ności jednostkowej (nie zmieniając pozostałych parametrów jednostkowych), aby 
była spełniona równość (3-95). Obliczyć dla tego przypadku: współczynnik tłumie¬ 
nia a*, impedancję falową Z* oraz prędkość fazową v* i porównać z wynikami zad.. 
3.18 i zad. 3.26. 

Odp. 

L* = 160 pH/m, a* = 0,6 • 10“ 3 N/m, Zf = 2000 Q 
v* = 0,125 • 10 8 m/s 

3.30. Wykazać, że prędkość grupową v g można wyrazić wzorem 


4/? 



gdzie | Zf | jest wyrażone wzorem (3-115). 

3.31. Obliczyć wartość Vg dla f = 1 MHz dla linii z zad. 3.18. 

Odp. vg = 2,55 • 10 8 m/s 

3.32. Wykazać, że przy warunku: R/L <. GIL byłoby: cp z > 0 oraz [ Zf | rosłoby 
w funkcji co. 

3.33. Wykazać, że przy danych wartościach R i G i dowolnych: co, L, C" 
(LC ^ 0) zawsze: 

a ^ a 0 = ]/fJG 

3.34. Prześledzić, jakim zmianom podlegałyby wykresy z rys. 3.13 do 3.18 gdyby:: 
R/L -> G/C. 
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3.4. LINIA NIESKOŃCZONA 

Niekiedy celowe jest rozważanie równań (3-41) linii długiej i ich roz¬ 
wiązań (3-49) i (3-50) w przedziale 0^x tylko jednostronnie ograniczo¬ 
nym. Przypadek taki odpowiada linii nieskończonej, którą można uważać 
za przypadek graniczny linii o skończonej długości l, gdy l -> oo. Na sche¬ 
matach linię nieskończoną będziemy wyróżniać nie rysując jej prawych 
:zacisków (rys. 3-19). 


I(x) 


O-—-— 

m ■ ~ 

I"— X— «* 



Rys. 3-19. Linia nieskończona 

Każda rzeczywista linia przesyłowa ma oczywiście skończoną dłu- 
,gość. Celowość rozważania wyidealizowanego przypadku linii nieskończo¬ 
nej polega jednak na tym, iż w niektórych przypadkach rozwiązania dla 
linii nieskończonej opisują (dokładnie lub w przybliżeniu) przebiegi w li¬ 
niach rzeczywistych. Zachodzi to, np. przy odpowiednio dobranym obcią¬ 
żeniu linii (przypadek dopasowania falowego, por. p. 3.5.4), a także wów¬ 
czas, gdy w linii o dostatecznie dużym współczynniku tłumienia a 1) roz¬ 
ważamy napięcie lub prąd z dala od prawego jej końca (tj. dla dostatecznie 
małych x przy odpowiednio dużym l), por. p. 3.6. Trzeba przy tym pod¬ 
kreślić, iż rozwiązania dla linii nieskończonej są znacznie prostsze niż dla 
linii o skończonej długości i z tego względu zajmiemy się nimi najpierw. 

Rozważmy zależność (3-49) dla 0^x. Z natury zjawisk w linii dłu¬ 
giej, będącej liniowym układem pasywnym o stałych rozłożonych L, C, 
R, G wynika, że przy ograniczonym napięciu U - ! doprowadzonym do po¬ 
czątku linii napięcie wzdłuż całej linii powinno być też ograniczone. Wy¬ 
maga to dla linii nieskończonej przyjęcia we wzorach (3-49) i (3-50) 

A 2 = 0 (3-120) 

w przeciwnym bowiem przypadku przy a > 0 mielibyśmy dla x -> o© 

|l7"(a:)| = |A 2 | -> oo 

a więc również 

\U(x)\ —> oo 

co przeczyłoby poprzedniemu stwierdzeniu. 


1 ) Ściślej, chodzi tu o dostatecznie dużą wartość iloczynu ocl. 
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Dla linii nieskończonej mamy zatem: 

U (x) = A ± e~ rx 

I(x) = 4' e 7 * 

dla x ^ 0. 

Warunek (3-120) oznacza, że w linii nieskończonej nie występuje fala 
powrotna 1 K Z rozwiązań (3-121) wynika również, że dla dowolnego x ^ 0 


(3-121) 


U(x) _ 

W " ' 


(3-122) 


Zależność (3-122) umożliwia prostą, ale istotną interpretację fizycz¬ 
ną impedancji falowej (mogącą również stanowić jej definicję): impedan- 
cja falowa Z f jest stosunkiem napięcia U(x) do prądu I(x ) w dowolnym 
punkcie linii długiej w przypadku braku fali powrotnej (por, wzory (3-69) 
oraz końcowe uwagi p. 3.2.3). 

Impedancję wejściową linii długiej definiujemy następująco: 


U i = U(0) 

h HO) 


(3-123) 


Z porównania (3-122) i (3-123) wynika, że impedancja wejściowa linii nie¬ 
skończonej jest równa jej impedancji falowej 

Z, e = Z, (3-124) 

Załóżmy teraz, że linia nieskończona jest pobudzana w sposób przed¬ 
stawiony na rys. 3-20, gdzie E jest siłą elektromotoryczną, a Z x impedan- 
cją wewnętrzną źródła napięciowego. Równanie obwodu pobudzającego 
ma postać 


E = Z 1 I i + U 1 


(3-125) 



Rys. 3-20. Linia nieskończona pobudzana ze źródła napięciowego 


i) Do tego wniosku można również dojść i innymi sposobami. Jest on np. bez¬ 
pośrednio oczywisty, jeśli się zważy, że przy zasilaniu jednorodnej linii długiej na 
lewych zaciskach, fala powrotna może powstać tylko wskutek zjawiska odbicia fali 
docelowej na prawych zaciskach, których linia nieskończona nie ma. Proponujemy 
czytelnikowi zastanowienie się nad innymi podobnymi wyjaśnieniami i interpreta¬ 
cjami faktu braku fali powrotnej w linii nieskończonej. 
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gdzie, zgodnie z (3-121): 

U, = A 1; I, = 4*- (3-126) 

Zj f 

Równanie (3-125) jest zatem warunkiem granicznym, z którego możemy 
wyznaczyć stałą Uwzględniając (3-128) otrzymujemy 



E 



(3-127) 


Podstawiając otrzymaną wartość (3-127) do wzorów (3-121) otrzymujemy 
ostateczne zależności: 


U(x) = 


I(x) = 



E _ 

Zi+Z t 


—yx 


(3-128) 


wyznaczające dla x ^ 0 napięcie i prąd w linii nieskończonej, przedstawio¬ 
nej jia rys. 3-20. Zgodnie z (3-127) wzory te możemy również napisać 
w równoważnej postaci: 


U(x) = U 1 e 7X 
■!(*) = 


(3-129) 


zależnej wprost od napięcia U t na zaciskach wejściowych linii nieskoń¬ 
czonej. 



Rys. 3-21. Rozkład napięcia wzdłuż linii nieskończonej 


Na rysunku 3-21 pokazano rozkład wartości skutecznej napięcia 
wzdłuż linii 


\U(x)\ = [Ui| e~ a * 

dla a >- 0. Analogiczną postać ma również rozkład prądu |I(cc)[-. W przy¬ 
padku granicznym a —> 0 mielibyśmy rozkład stały. 
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Wskutek braku fali powrotnej, rozkłady napięcia i prądu wzdłuż linii 
nieskończonej mają zatem charakter monotoniczny. Świadczą one o tym, 
że ruch falowy odbywa się tylko w jednym kierunku, czyli — jak mówimy 
— w linii występuje fala bieżąca. Z tego względu rozkłady tego typu na¬ 
zywamy rozkładami typu fali bieżącej. 


3.5. LINIA O SKOŃCZONEJ DŁUGOŚCI 
3.5.1. WYZNACZANIE STAŁYCH Z WARUNKÓW BRZEGOWYCH 


Rozważymy realnie występujący w praktyce przypadek linii o skoń¬ 
czonej długości Z. Będziemy przyjmować, iż do pierwotnych (lewych) za¬ 
cisków linii jest przyłączone źródło napięciowe o sile elektromotorycznej 
E i impedancji wewnętrznej Z 1; zaś do wtórnych (prawych) zacisków jest 



Rys. 3.22. Linia pobudzana przez źródło napięciowe i obciążoną impedancją Z 2 


przyłączone obciążenie o impedancji Z 2 (rys. 3-22). Przyjmujemy, że co 
jest pulsacją siły elektromotorycznej, a w linii panuje stan ustalony. 

Napięcie i prąd w linii wyrażają się dla 0^x^Z ogólnymi wzorami 
(3-49) i (3-50), zawierającymi dwie stałe dowolne A t i A 2 . Stałe te wyzna¬ 
czymy z dwóch warunków brzegowych: dla zacisków pierwotnych (tj. 
dla x — 0) i dla zacisków wtórnych (tj. dla x — l). 

Z rysunku 3-22 wynika wprost, że warunki te mają następującą po¬ 
stać: dla x = 0 

" E = I 1 Z 1 +U 1 (3-130) 

oraz dla x = l 

U 2 = Z 2 I 2 (3-131) 


Z równań (3-49) i (3-50) otrzymujemy: 

U 1l = U(0) = A 1 + A 2 

h = 1 ( 0 ) = 


U 2 = V(l) = A 1 e r '+A 2 e 


A 1 <P'-A 2 e r ' 

z f 


h = 1(1) = 
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Podstawiając te wartości do (3-130) i (3-131) otrzymujemy dwa równania 
liniowe o dwóch niewiadomych A ± i A 2 ; po prostych przekształceniach 
równania te możemy doprowadzić do postaci: 


A 1 (Z 1 + Z) - A 2 (Z t - Z f ) = EZ f 

— A 1 (Z a — Z f ) e~ yl + A 2 (Z 1 + Z f ) e rI = 0 

Wprowadzając oznaczenia 

r = r = 

1 Z t +Z f ’ 2 z 2 +z f 

równania te możemy również napisać jako: 


(3-132) 


Ai r i a 2 — 7 

1 +1“ 

— T 2 e 2rł A 1 J rA 2 — 0 

Wielkości określone wzorami (3-132) noszą nazwę współczynników odbi¬ 
cia. O ich znaczeniu i interpretacji będzie mowa w p. 3.5.5. 

Wyznacznik charakterystyczny tego układu równań jest równy 


J- 1 

-r 2 

a jego rozwiązanie ma postać: 


-2 yl 


-A 

i 


i -r 1 r 2 e 2rl 


A ± = 


Ag — 


E 


1 + |ł l-AAe' 2 " j 


E 


r 2 e~ 2ył 


(3-133) 


1 + 1^ i—r 1 r 2 e~ 2yl 


z f J 

Podstawiając otrzymane wartości stałych A 1 i A 2 do (3-49) i (3-50) otrzy¬ 
mujemy ostateczne wzory dla napięcia i prądu w linii w układzie z rys. 

o c\c\ 

E p -r*j_r p “A2?-x) 

U(x)- * e +j 2 e 


3-22: 


I(x) 

Drży czym: 0 ^ ^ ^ 1 1 \ 


i -r 1 r 2 e~ 2yl 

_ e~ yx -r 2 ę- H2l - x) 

z i+ z f i -r ± r 2 e~ 2yl 


1 + 


E 


(3-134) 

(3-135) 


*) W dalszym tekście tego oczywistego ograniczenia przypominać już nie bę¬ 
dziemy. 
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Wzory (3-134) i (3-135) można doprowadzić do prostszej postaci, jeśli 
zamiast parametrów źródła E oraz Z A wprowadzimy wprost napięcie U i 
na początku linii (rys. 3-22). Z (3-134) otrzymujemy dla x — 0 


U i = 



1 +Ąe~ a, i 

i-r 1 r 2 e~ lr ‘ 


(3-136) 


Uwzględniając (3-136) możemy wzory (3-134) i (3-135) doprowadzić do 
postaci: 


U (x) = U 1 


: + r 2 e' 


1 + jT 2 e 


- 2xł 


I(x) = 



1 +r 2 e*’ 1 


(3-137) 

(3-138) 


Łatwo zauważyć, iż wzory (3-137) i (3-138) można również uważać 
za przypadki szczególne (3-134) i (3-135) przy Zj = 0 (a więc Tj = — 1), 
tj. przy pobudzaniu linii z idealnego źródła napięciowego o sile elektro¬ 
motorycznej E — U ± (rys. 3-23). 



Rys. 3-23. Linia pobudzana przez idealne źródło napięciowe 


3.5.2. DRUGA POSTAĆ ROZWIĄZANIA 


Wyrażenia dla napięcia i prądu w linii z rys. 3-22 można również 
przedstawić w innej postaci, posługując się rozwiązaniami ogólnymi (3-74) 
i (3-75), zamiast rozwiązań (3-49) i (3-50),- i wyznaczając z warunków 
(3-130), i (3-131) stałe A i B. Ze wzorów (3-74) i (3-75) otrzymujemy dla 
x = 0 i x = l. 


U 1 = A, 


h=~ 


B 


XJ 2 = A ch yl + B sh yl 
1 


h = 


Zf 


(A sh yl+B ch yl) 
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Po podstawieniu tych wartości do związków (3-130) i (3-131) otrzymuje¬ 
my po uporządkowaniu dwa równania liniowe: 

AZf — BZ^ = EZf 

A(Z f ćhyl+Z 2 shyl) + B(Z 2 chyl+Z f shyl) = 0 

do wyznaczenia stałych A i B. 

Po rozwiązaniu tych równań otrzymujemy: 


A = E 


Z 2 ch yl + Z f sh yl 


B= - E 


(Z, + Z 2 ) ch yl + [z f + -^?l) sh yl 
Z f ch yl + Z 2 sh yl 


(Z ± + Z 2 ) ch yl + j Zj + 


Zi Zo 


sh yl 


(3-139) 


Podstawiając (3-139) do (3-74) oraz (3-75) i uwzględniając, że: 

ch y (l — x) = ch yl ch yx — sh yl sh yx 
shy(l — x) = shylćhyx—ćhylshyx 
otrzymujemy po przekształceniach: 

Z 2 chy(l—x)-ł-Z f shy(l — x) 


U(x) = E 


(Z,+Z 2 ) ch yl +(z f + j sh yl 


(3- 


/(*) 


# Z^chj^i— x)+Z 2 shy(l—x) 


(Z j +Z 2 )chyl+(Z,+ -^-jshyl 


(3-141) 


Wzory te są całkowicie równoważne wzorom (3-134) i (3-135): prawe 
strony (3-1J34) i (3-140) oraz (3-135) i (3-141) są tożsamościowo sobie równe. 
Z (3-140) mamy dla x = 0 

Z 2 ch yl-\-Z f sh yl 


U 1 = E 


(Z 1 +Z 2 )ch)'l+(z, + -^-jsh}>l 


(3-142) 


Przy wprowadzeniu napięcia 17 1 zamiast E i Z ± (por. końcową część p. 3.5.1 
i rys. 3-23) z (3-140) i (3-141) otrzymujemy zależności: 


U(x) = U x - 
tJi 


I(x) 


Z 2 ćhy(l—x) + Z f shy(l—x) 

Z 2 ch yl + Z f sh yl 

Z f ch y (l—x) + Z 2 sh y(l—x) 
Z 2 ch yl+Z f sh yl 


(3-143) 


(3-144) 


całkowicie równoważne wzorom (3-137) i (3-138). 


14* 
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3.5.3. IMPEDANCJA WEJŚCIOWA 


Impedancja wejściowa Z we linii jest zdefiniowana wzorem (3-123) 

U t 17(0) 


7 = 

we 


h 7(0) 


Jest to oczywiście impedancja dwójnika, jaki stanowi linia z przyłączoną 
do zacisków wtórnych impedancją obciążenia Z 2 (rys. 3-24). 


ri 


i we 


22 [ 

1 L_ 

L 

X1_J 


Rys. 3-24. Linia obciążona impedancją Z 2 jako dwójnik o impedancji Z we 


Podstawiając x = 0 do wzorów (3-137) i (3-138) — lub (3-134) i (3-135) 
— i dzieląc U 1 przez otrzymujemy 


i+r 2 e- 2 ^ 
1 -r 9 e- 2 ^ 


(3-145) 


Postępując analogicznie w odniesieniu do wzorów (3-143) i (3-144) — lub 
(3-140) i (3-141) — otrzymujemy drugą, równoważną postać wyrażenia 
dla Z we 


r? _ ry Z 2 ch yl + Zf sh yl ^ Z 2 + Zf th yl 

we f Zf chyl + Z 2 sh yl ~ f Z f -\-Z 2 th yl 


(3-146) 


Wzory (3-145) i (3-146) są słuszne przy dowolnej impedancji obcią¬ 
żenia Z 2 , w tym również dla przypadków granicznych: stanu zwarcia 
Z 2 = 0 (wówczas r 2 = — 1) i stanu rozwarcia Z 2 = oo (wówczas r 2 — 1). 
Oznaczając odpowiednio przez Z we 0 i Z weoQ impedancję wejściową linii 
o zwartych i rozwartych zaciskach wtórnych (por. p. 3.6.1 do 3.6.4) otrzy¬ 
mujemy z (3-146): 

Z we o = Z f th yl, Z weoo = Z f cth yl (3-147) 

skąd wynika ważna zależność 

Z f = l/z n Z m (3-148) 

1 f we O we oo v ' 


3.5.4. PRZYPADEK DOPASOWANIA FALOWEGO 

W punktach 3.6 i 3.7 zajmiemy się badaniem zależności impedancji 
wejściowej Z we od różnych parametrów, np. impedancji obciążenia Z 2 , 
pulsacji oj czy długości linii Z. Obecnie chcemy zwrócić uwagę na ważny 
przypadek dopasowania falowego. 
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Mówimy, że linia jest dopasowana falowo, jeśli 

Z 2 = Z f 

Przy dopasowaniu falowym mamy, zgodnie z (3-132), 

r 2 = o 


i wzory (3-137) i (3-138) przybierają postać: 

U(x)—U 1 e~ YX 

I(x) = 


(3-149) 


identyczną jak dla linii nieskończonej — por. (3-129). 

Wynika stąd, że właściwości linii nieskończonej i linii dopasowanej 
falowo są identyczne 1) . 

W szczególności więc w linii dopasowanej falowo: 

a) nie występuje fala powrotna, 

b) w dowolnym punkcie 0 x Z stosunek napięcia U(x) do prądu 
I(x) jest równy impedancji falowej 

U(x) _ „ 

c) impedancja wejściowa jest równa impedancji falowej 

Z we Zf 



Rys. 3-25. Rozkład napięcia wzdłuż linii dopasowanej falowo 

Na rysunku 3-25 pokazano rozkład wartości skutecznej napięcia 
wzdłuż linii dopasowanej falowo 

|l7(ar)| = \U ± \ e~** 

dla a > 0. Analogiczną postać ma również rozkład prądu | J(cc) j. W przy¬ 
padku granicznym <% = 0 (linia bez strat) mielibyśmy rozkład stały. 


ń Jedyna (formalna) różnica występuje w przedziale zmian współrzędnej 
dla linii nieskończonej mamy 0 ^ er, a dla linii dopasowanej falowo: 0<ec^l. 
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Rozkład z rys. 3-25 jest oczywiście identyczny w przedziale 0 ^ l 

z rozkładem z rys. 3-21 dla linii nieskończonej (rozkład typu fali bieżą¬ 
cej). W linii dopasowanej falowo występuje tylko ruch falowy w kierun¬ 
ku wzrastających x, powstaje w niej zatem tzw. fala bieżąca. Cała ener¬ 
gia dostarczona do obciążenia przez falę docelową zostaje przez to obcią¬ 
żenie pobrana, nie występuje zatem zjawisko odbicia od końca linii i nie 
powstaje fala powrotna. 


Przypadek dopasowania falowego można również interpretować następująco. 
Przypuśćmy, że rozważamy skończoną linię o danych parametrach jednostkowych 
i chcemy tak dobrać impedancję obciążenia Z 2 , aby (rys. 3-24) 


Z We = Z 2 (3-150) 

tzn. aby impedancja wejściowa była taka sama jak impedancja obciążenia. Uwzglę¬ 
dniając (3-146) otrzymujemy z warunku (3-150) równanie 

Z 2 ćhyl+Zfśhyl 
z 2 = z f Zf chyl+Z 2 shyl ' 


do wyznaczenia Z 2 . Mnożąc przez mianownik i redukując wyrazy podobne otrzy¬ 
mujemy 

Z\ shyl = Zf Shyl (3-151) 


a stąd i ) 



Z dwóch rozwiązań: Z 2 = ±Zf przyjmujemy tylko jedno 


Z 2 = Z/ 


(3-152) 


gdyż drugie, wobec warunku Re Zf > 0, por. (3-54), prowadziłoby do impedancji 
Z 2 o rezystancji ujemnej Re Z 2 < 0. 

Wynika stąd, iż żądaną właściwość (3-150) uzyskujemy w przypadku dopaso¬ 
wania falowego (por. tom 1 oraz [3.1]). 

Pewnych wyjaśnień wymaga jeszcze sposób pojmowania równości (3-152). Rów¬ 
ność tę można bowiem rozumieć dwojako: albo jako równość zachodzącą dla jednej, 
ustalonej w danym zagadnieniu, wartości pulsacji co, albo jako równość (tożsamoś¬ 
ciową) 

Z 2 (j co) = Z f (jc 0 ) (3-153) 

zachodzącą dla wszystkich wartości co (lub, praktycznie biorąc, w pewnym ograniczo¬ 
nym przedziale co), tj. równość funkcji Z 2 (jco) i Z/(jco). 


U Równość (3-151) będzie spełniona przy dowolnym Z 2 również wówczas, gdy 
sh yl = 0. Taka możliwość nas obecnie jednak nie interesuje (będzie o niej mowa 
w p. 3.5.6), ponieważ przyjęliśmy, że równość (3-150) ma być osiągnięta przez odpo¬ 
wiedni dobór impedancji obciążenia Z 2 , a nie parametrów samej linii lub częstotli¬ 
wości. 
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W pierwszym przypadku możemy mówić o dopasowaniu falowym dla danej 
pulsacji co. Jest wówczas rzeczą oczywistą, iż przy przejściu do innej wartości pul- 
sacji, ogólnie biorąc, stan dopasowania falowego nie zostanie zachowany. 

W drugim ogólniejszym przypadku (3-153) dopasowanie falowe będzie niezależ¬ 
ne od co, stan dopasowania falowego będzie wówczas zachodzić dla wszystkich war¬ 
tości co (lub dla wszystkich wartości co z pewnego przedziału). 

W praktyce łatwo jest uzyskać stan dopasowania falowego dla danej pulsa¬ 
cji, trudniejsze jest uzyskanie dopasowania falowego w pewnym zakresie (paśmie) 
pulsacji. Praktycznie jest to możliwe w tyćh przypadkach (por. p. 3.4), kiedy (do¬ 
kładnie lub w przybliżeniu) 



gdyż wówczas wystarczy przyjąć Z 2 = R 2 , Rz =y LIC i dopasowanie falowe jest 
(przynajmniej teoretycznie) niezależne od pulsacji. 

Jeśli jednak relacja (3-154) nie zachodzi, to (3-153) sprowadza się do warunku 

= (3 ' 15?) . 

Przy założeniu, że linia jest obciążona dwójnikiem o stałych skupionych, impedancja 
Z 2 (]co) jest wymierną funkcją jc o (por. tom 3 oraz [3.1]), podczas gdy prawa strona 
równości (3-155) jest funkcją niewymierną j co. W tej sytuacji spełnienie (3-155) 
w pewnym przedziale co może być tylko przybliżone, a praktyczna realizacja tego 
warunku jest zwykle trudna. 


ZADANIA 

3.35. Jest dana linia o długości l pobudzana przez źródło napięciowe o sile elek¬ 

tromotorycznej E i impedancji wewnętrznej Z x = R t oraz zakończona dwójnikiem 
o impedancji Z 2 = R 2 + jcoL 2 (rys.. 3-22). Przyjmując te same parametry falowe linii 
co w zad. 3.26 oraz: f = 1 MHz, l = 120 m, E = 100 V, A = 70 Q, R 2 = 300 Q, L 2 - 
= 40 j.iH, obliczyć: “ 

a) współczynniki odbicia A i A, 

b) impedancję wejściową Z W e, 

c) napięcia U 1 i U 2 oraz prądy I ± i I 2 na początku i na końcu linii, 

d) napięcie U(x ) w punkcie cc = 1/2. 

Odp. 

A = -0,24 e j25 °, r 2 = 0,6Le jl5 °, Z W2 = 123 e~ j27 ° Q 

U t = 64 e~ jl3 ° V, U 2 = 47 e -jm ° V, I t = 0,58 e j21 ° A, 

I 2 = 0,12 e _j213 ° A, U = 30,6 e" jl01 ° V 

3.36. Dla linii z zad. 3.35 (rys. 3-22) obliczyć moce czynne: moc P 2 pobieraną 
przez linię ze źródła oraz moc P 2 wydzielaną w impedancji Z 2 . 

Odp. P 1 = 33 W, P 2 = 5,6 W 
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3.37. Linia jest dopasowana falowo. Obliczyć współczynnik tłumienia a tej linii, 
jeśli wiadomo, że w odległości Z 0 = 5 km od jej początku amplituda napięcia jest 
dwukrotnie mniejsza niż na początku. 

Odp. a = 0,14 • 10“ 3 N/m 

3.38. Wykazać, że w linii dopasowanej falowo moc czynna tracona w samej 
linii wyraża się wzorem: 

p - |Ui|i (i „-»* 

F str ReZf le ' 

3.39. Pomiary impedancji wejściowej danej linii o długości l wykazały, że dla 
pewnej częstotliwości f: 

Z we0 = (50+jl00) Q, Z weoo = (60—j200) Q 

gdzie Z we0 i Z weoo oznaczają odpowiednio impedancję wejściową linii przy zaciskach 
wtórnych zwartych i rozwartych. Obliczyć dla częstotliwości f wartość impedancji 
charakterystycznej Zf. 

Odp. Zf = 153 e-i 4°55' £2 

3.40. Wyznaczyć zależności dla napięcia U(x) i prądu I(x) w linii obciążonej im- 
pedancją Z 2 i zasilanej prądowo z idealnego źródła prądowego o wydajności prą¬ 
dowej J = I 1 (rys. 3-26). 



Rys. 3-26. Linia pobudzana prądowo 


Odp. 

Z 2 ćhy(l—x)+Zfśh y(l— x) 

U(x) = I 1 Z f z f ch yl+Z 2 sh yl ' 

Zf ch y (l—x) + Z 2 sh y (1—x) 

Z(łT) = Z f ch yl + Z 2 sh yl “ 

3.41. Jest dana linia o długości l obciążona na końcu impedancją Z 2 (rys. 3-27a). 
Dzieląc tę linię na dwa dowolne odcinki o długościach i l 2 (1= h + l 2 ) wykazać, 
że: 

a) napięcie U(x) i prąd I(x) w linii z rys. 3-27a dla 0 ^ x ^ są identyczne jak 
w linii z rys. 3-27b, jeśli Z ' jest impedancją wejściową linii z rys. 3-27d; 

b) napięcie U(x) i prąd I(x) w linii z rys. 3-27a, dla ^ x ^ l są identyczne jak 
w linii z rys. 3-27c jeśli, zgodnie z zasadą Thevenina, Z'jest impedancją wejściową 
linii z rys. 3-27e, E' — jest napięciem na rozwartych zaciskach wtórnych linii z rys. 
3-2 7f. 

3.42. Obliczyć impedancję wejściową układu z rys. 3-28, przyjmując: = 100 m, 
l 2 — 500 m, Z = (50 — j90)Q, Z 2 = — j 100 Q. Linia ma parametry falowe jak w zad. 
3.26, linia l 2 — jak w zad. 3.28. 

Odp. Z we — (116 j28)0 
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Rys. 3-27. Ilustracja do zad. 3.41 



Rys. 3-28. Linia złożona Rys. 3-29. Dwie linie pobudzane rów¬ 

nolegle przez źródło napięciowe 

3.43. Obliczyć napięcia U* i Xj\ na końcach linii i l 2 w układzie z rys. 3-29= 
przy E = 100 V, Zj = 120 Q, przyjmując dla linii l x : Zf x = 915 e~3i5° Q, y 1 = (0,17 + 
+ j0,62) 10-3 l/m, i x = 500 m, Z\ = — j 100 Q i dla linii l 2 : Zf 2 = 200 Q,y 2 = (0,3 +j0,l)" 
* 10-3 i/ m , 1 2 = 1000 m, Z\ = (400 + jioojfi 

Wskazówka. Obliczyć najpierw impedancje wejściowe Z we 1 i Z we 2 obu linii,, 
a następnie U x . 

Odp. Ul = 26 e-ii24° y, Uj = 46 eJS 8 ^ V' 


Z2 



Rys. 3-30. Dwie linie pobudzane szeregowo przez źródło napięciowe 
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3.44. Przyjmując te same dane co w zad. 3.43 obliczyć napięcia U* i u\ na koń¬ 
cach linii w układzie z rys. 3-30. 

Odp. U \ = 12,5e- jl03 ° V, U l = 32e“ jl2 ° 30 ' V 

3.45. Wykazać, że jeśli impedancja charakterystyczna Zf jest rzeczywista, to 

IAI<i, IAI<1 

3.5.5. INTERPRETACJA WSPÓŁCZYNNIKÓW ODBICIA. WSPÓŁCZYNNIK FALI 

STOJĄCEJ 


Podamy teraz interpretację fizyczną współczynników odbicia F ± i F 2 , 
związaną z mechanizmem tworzenia się fali docelowej i fali powrotnej 
w linii. 

Rozważmy zależności (3-134) i (3-135) dla linii przedstawionej na 
rys. 3-22. Przyjmując, że 


IAi’.e-^| = |r 1 ||r,| e - 2 *'<i 


otrzymujemy następujące rozwinięcie w szereg geometryczny: 


1 

1 


l + r t r 2 e-W-\-F\F\ e- 4 >' 7 + ... 


Wzory (3-134) i (3-135) możemy więc napisać w następującej postaci: 

OQ 

V(x) = -—„— [e^+r, y r\r\ e 2kr ' = 

l + -~ . k=o 

/j f • 



[e‘"+rie ¥ e‘ iM +r 1 r l e^e‘ ff +r l ^' M e' ,w +...] 

(3-156) 


m = £ ĄĄ e 2kń = 

k =o 

- - =- E t . [ e ~ yx -r 2 e~ H 2 l - x) +r 1 r 2 e H 2 l+x) -r 1 rle~ Ail ~ x) +...] ( 3 - 157 ) 

"T* 

Łatwo zauważyć, że wyrazy szeregów (3-156) i (3-157) zawierają na 
przemian funkcje e~ yX i e 3 '*. Zgodnie z p. 3.2.3 można więc je uważać za 
cząstkowe fale elementarne, rozchodzące się w kierunku wzrastających x 
(kolejne wyrazy nieparzyste) i malejących x (kolejne wyrazy parzyste). 
Suma wyrazów nieparzystych tworzy zatem falę docelową, a suma wy¬ 
razów parzystych — falę powrotną. 
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Rozważmy szczegółowiej cząstkowe fale elementarne występujące 
np. we wzorze (3-156). Pierwsza z nich 


E 


-yx 


1 + 


Zi 


(3-158) 


jest identyczna z falą napięcia, jaka powstaje w linii nieskończonej lub 
dopasowanej falowo, a więc przy braku fali powrotnej. Drugi składnik 

- ^-—e 7, r 2 e’ v - x) (3-159) 

Ir 

Z f 

przedstawia falę biegnącą od końca linii do początku, tj. ze wzrostem 
i = l — x, przy czym zespolona wartość skuteczna tej fali dla x — l jest 
równa 



f 


e r 'l\ 


a więc jest równa iloczynowi napięcia otrzymanego z (3-158) oraz F 2 , 
Podobnie trzeci składnik 


E 


1 + 


_Zi_ 

Z f 


e-^r^e 


przedstawia falę biegnącą od początku do końca linii, tj. ze wzrostem x, 
przy czym jej zespolona wartość skuteczna dla x = 0 


E 


—2' 


1 + 


Zi 


r 'r, r . 


jest równa iloczynowi napięcia otrzymanego z (3-159) oraz r t . 

Interpretacja i budowa dalszych wyrazów jest taka sama. 

Analogiczne rozumowanie można przeprowadzić w odniesieniu do prą¬ 
du I(x) i wzoru (3-157). Otrzymane wyniki będą takie same z tym, że 
wystąpi różnica w znakach: wartości skuteczne poszczególnych cząstko¬ 
wych fal elementarnych prądowych otrzymamy przez pomnożenie przez 
— r 2 i ~r ± (a nie jT 2 i A. dla napięcia). 

Wynika stąd, że falę docelową i falę powrotną można interpretować 
jako superpozycję fal cząstkowych, otrzymanych przez kolejne odbicia 
od obu końców linii tzw. fali bieżącej o postaci (3-158), tj. takiej fali, 
jaka wystąpiłaby w linii przy dopasowaniu falowym. Amplitudy (wartości 
skuteczne) poszczególnych, fal cząstkowych otrzymuje się przy tym przez 
pomnożenie amplitudy (wartości skutecznej) poprzedniej fali cząstkowej 
na danym krańcu linii przez odpowiedni współczynnik odbicia r t lub r 2 
(dla napięć) oraz przez — J* lub — r 2 (dla prądów). 
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Po zsumowaniu wszystkich fal cząstkowych mamy w linii już tylko 
dwie fale „zbiorcze”: falę docelową utworzoną przez fale cząstkowi po¬ 
ruszające się ze wzrostem x i falę powrotną poruszającą się ze wzrostem 
f = l—x 1 K 

Współczynniki odbicia r 1 i jT 2 decydują zatem o amplitudzie i fazie, 
z jaką odbijają się poszczególne fale cząstkowe. Przy T 2 = 0 (tj. przy do¬ 
pasowaniu falowym) nie ma odbicia fal cząstkowych od końca linii, a tym 
samym nie ma również odbicia od początku linii (bez względu na wartość 
Pi), ponieważ do początku linii nie dociera żadna fala cząstkowa. 

Współczynnik odbicia P 2 ma również prostą i użyteczną interpreta¬ 
cję, nie wymagającą posługiwania się pojęciem fal cząstkowych. 

Powróćmy do wzorów (3-55) i (3-56) i rozważmy stosunek napięcia 
fali powrotnej U~(x ) do napięcia fali docelowej U + (x) 

U~{x) 

U + {x) 

w danym punkcie x linii. Zgodnie z (3-57) mamy 

U (x) _ A 2 2yx 

U + (xf~~A^ e 


gdzie A lt A 2 — stałe wyznaczane z warunków brzegowych. Przyjmując, 
że rozważana linia pracuje w układzie przedstawionym na rys. 3-22, stałe 
Ai i A 2 są określone wzorami (3-133), z których wynika, że 


a więc 2) 





7l 


U (»r) _ ji —2 y(l-x) 

U*(x) ~ 2 


(3-160) 


Przechodząc do fal prądowych i uwzględniając (3-58) otrzymujemy 
analogicznie 


a więc 


f (■%>) _ A% 2yx 

I + (x ) ~ ~~A^ e 

% (»r) __ U («r) _ _ ji “2 y(.l—x) 

I + (x) ~ U + (x) ~ 2 


(3-161) 


1 ) Podana interpretacja jest jeszcze wyraźniejsza i bardziej użyteczna przy roz¬ 
ważaniu stanów nieustalonych w linii i procesu tworzenia się stanu ustalonego (por. 
tom. 3). 

2 > Niekiedy wielkość 


r ..._ U~(x) 

U+(x) 

nazywa się (uogólnionym) współczynnikiem odbicia w danym punkcie x linii dłu- 
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Przy oznaczeniach: 

u+(z) = u+, u~(i) = u-, i + (i) = i+, r(i) = i- 

ze wzorów (3-160) i (3-161) otrzymujemy dla końca x = l linii: 


przy czym: 


u 2 = ui+u- = ut(i+r 2 ) j 
i 2 = ą+iż = i$a-r 2 ) j 


(3-162) 


(3-163) 


Z zależności (3-162) wynika, że na końcu x = l linii stosunek napięcia 
fali powrotnej do napięcia fali docelowej jest równy F 2 , a stosunek prą¬ 
dów: —r 2 . 

Oprócz współczynnika odbicia T 2 duże znaczenie praktyczne przy ba¬ 
daniu rozkładów napięcia i prądu wzdłuż linii ma współczynnik fali sto¬ 
jącej q określony następująco: 

_ l uy)|+|u-(x)| _ |i ł (x)| +|r (a)l 

8 |U + (x)|-|U-(a;)| |I + (x)|-;x-(x): 1 ' 


Uwzględniając wzór (3-160) współczynnik fali stojącej q można wyrazić 
następująco: 


Q = 


1 + 

U~(x) 

U + (x) 

i+|r 2 !e“ 2 “ < '“' ) 

1- 

U~(x) 

U+(x) 



(3-165) 


Jak wynika z (3-165), współczynnik fali stojącej q dla linii ze stratami 
(a > 0) zależy od odległości £ = l — x od końca linii. Dla linii bez strat 
(a = 0) jest on od £ niezależny i równy 


Q = 


i+IAi 

i-IAi 


(3-166) 


Często obok współczynnika fali stojącej rozważa się również współ¬ 
czynnik fali bieżącej o określony jako 


1 

o =- 

Q 


(3-167) 


Dla linii dopasowanej falowo (por. p. 3.5.4) mamy F 2 — 0 i wówczas 


q — o = 1 
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3.5.6. PRZEKAZYWANIE MOCY PRZEZ LINIĘ 


Rozważymy zagadnienia związane z przekazywaniem mocy czynnej 
ze źródła do obciążenia w układzie z rys. 3-22. 

Będziemy zakładać, że impedancja falowa Z f jest rzeczywista. Jak 
wiadomo (por. p. 3.3), warunek ten jest spełniony (dokładnie) dla linii 
bez strat (lub ogólniej — dla linii niezniekształcającej, por. 3.3.2), a także,, 
w przybliżeniu, przy dostatecznie małych stratach lub dostatecznie dużej 
częstotliwości (por. p. 3.3.4). Założenie to obejmuje zatem wszystkie naj¬ 
częściej spotykane w praktyce przypadki, zarówno linii bez strat (oc = 0) 
jak i linii ze stratami (a > 0). 

Interesować nas będą następujące moce czynne: 

P 1 — moc doprowadzona do linii, 

P 2 — moc wydzielana w obciążeniu Z 2 , 

P str — moc wydzielana w linii 

oraz wielkości związane z falowym charakterem zjawisk w linii i będące 
funkcjami x: 

P + (x) — moc fali docelowej, 

P~(x) — moc fali powrotnej. 

Moce Pj, P 2 , P sir są określone przez następujące oczywiste zależności 
(por. rys. 3-22): 

P,= !l,i*ReZ„, P 2 = iI 2 | 2 ReZ 2 (3-168) 

Pi = P 2 + P s ,r (3-169) 


Wobec założenia: Im Z f = 0 oraz równości (3-69) otrzymujemy dla P + (x) 
i P~(x) następujące proste wyrażenia: 

jU + (x)j 2 |lT(x )! 2 


P+(x) = 


P-(x) 


(3-170) 


Uwzględniając, że: 


U + (x) = U, e~ yx 

ir(x) = uie rx = u; e “ ,,( '"' > 


możemy wzory (3-170) napisać w postaci: 

P + (x) = e ~ 2 ^ = P + e" 2 “ 


, _o 

\U 2 ~2<x(l-x) r.- -2 <x(l-x) 

— e = r, e 


P“(x) 


a stąd: 


P+ = P+e- 2 “' , = P 2 e~ 2al 


(3-171) 


(3-172) 
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przy czym Pj, P 1 , P£, P 2 — odpowiednio wartości (3-170) dla x = 0 
i x = l. Uwzględniając pierwszy ze wzorów (3-162) widzimy, że 


PZ 


I u; 


•—12 


I u; 


■+|2 


IAI 2 


(3-173) 


Z zależności tych wynikają proste wnioski: 

a) moc fali docelowej P + (x) maleje wykładniczo (przy a >• 0) ze wzro¬ 
stem x i ma dla x = 0 największą wartość równą P+; 

b) moc fali powrotnej P~(x) maleje 1) wykładniczo (przy a£> 0) ze 
wzrostem £ = l~x i ma dla £ = 0 (x = l) największą wartość równą P~. 

Dla krańców x — l oraz x = 0 linii są słuszne zależności: 


p 2 = p;-p 2 

Pi = Pt-Pi 

których sens fizyczny jest oczywisty. 

Z porównania (3-169) i (3-174) wynika, że 


(3-174) 


P slr = P,-P 2 = (Pj;-Pj)+(P 2 -Pi) (3-175) 

co oznacza, że moc P str tracona w linii jest sumą ubytków mocy fali do¬ 
celowej i fali powrotnej. 

Dla linii bez strat (oc = 0) moce fali docelowej i fali powrotnej nie 
podlegają tłumieniu i nie zależą, w związku z tym, od x. Równości (3-170),. 
(3-174) i (3-175) przybierają wówczas postać: 

P+ ~_ lu + i 2 = 

Z/ ’ Zf 



(3-176) 


przy czym U + , U , P + , P — odpowiednio napięcia i moce czynne fali 
docelowej i fali powrotnej w dowolnym punkcie x linii oraz: Z f = R 0 = 

= ]/L/Ć. 


3.5.7. LINIA BEZ STRAT 


Wszystkie wzory dla napięcia, prądu czy impedancji wejściowej linii 
z rys. 3-22, podane w p. 3.5.1 do 3.5.3, są słuszne przy dowolnych warto¬ 
ściach parametrów falowych, są zatem słuszne również dla przypadku 

a ) Przy Z 2 ^ Zf. Przy dopasowaniu falowym (Z 2 = Zf) nie ma w linii fali po¬ 
wrotnej i wówczas oczywiście P~(x) = 0. 
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linii bez strat. Jednak przy braku strat w linii mamy, zgodnie z zależno¬ 
ściami (3-99) do (3-103): 


Oi = 0, 


r = JA /5 = v = " ,/lc 

z,= r. = y~ 


(3-177) 


i niektóre z tych wzorów upraszczają się i nieco się zmieniają. 

Łatwo zauważyć, iż wzory (3-134) do (3-138) oraz wzór (3-145) nie 
zmieniają w sposób istotny swej postaci przy podstawieniach (3-177). Ina¬ 
czej nieco wygląda sprawa z wzorami p. 3.5.2. We wzorach tych występu¬ 
ją funkcje hiperboliczne: chyl i sh^Z, które po podstawieniu y — j/? prze¬ 
chodzą w funkcje trygonometryczne: 


ch j/5Z = cos /ZZ 
sh j/5Z = j sin/?Z 

W przypadku linii bez strat wzory (3-140) i (3-141) dla układu 


z rys. 3-22 przybierają zatem postać: 


U(x) = 

Z 2 cos/?(Z — x)-\-]Z f sin/Z(Z — x) 

(Z, + Z 2 ) cos J01 + j (z, + sin yn 

(3-178) 

Tf-r) — 

E Zf cos x)+jZ 2 sin fl(l—x) 

(3-179) 

I \X) — 

Z < (Z 1 + Z 2 )cos i 8I+j(z,+ -^- 2 -)sin / 5l 



W podobny sposób możemy przekształcić wzory (3-143) i (3-144) (por. 
rys. 3-23), doprowadzając je dla linii bez strat do postaci: 


tt/ x u Z 2 cos sin ,6( l-x) 

1 } 1 Z 2 cos sin /ZZ 


(3-180) 


l(x) = 


Ui 

Zf 


Zf cos /?(Z —x)+jZ 2 sin/Z (Z — x) 
Z 2 cos /?Z + jZf sin fil 


(3-181) 


Ponadto, z zależności (3-146) otrzymujemy wzór na impedancję wej¬ 
ściową 


z _ z z 2 cos ffl+j Zf sin fil __ Z 2 +jZftg fil 

we f Zf cos fil+ jZ 2 sin/?Z f Zf+jZ 2 tg/?Z 

przy czym we wszystkich wzorach (3-178) do (3-182) 


(3-182) 


z, = fio = |/-c 

Obszerniejszą dyskusją otrzymanych zależności zajmiemy się w p. 3.6. 
Obecnie podamy tylko najważniejsze, ogólne wnioski, jakie wynikają ze 
wzorów (3-178) do (3-182) dla linii bez strat. 
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Prawe strony wzorów (3-178) do (3-181) nie zmienią się, jeśli za x 
podstawimy 

x+kX 

gdzie 



jest, zgodnie z (3-64), długością fali, jaka powstaje w linii, k — dowolną 
liczbą całkowitą. Oznacza to, że: 

PW-Ufc+W)! (3-183) 

I(x) = I(x J rkX) j 

a więc funkcje U(x) i I(x) są funkcjami okresowymi o okresie X = 2n/j3, 
a rozkłady napięcia i prądu wzdłuż linii o określonej długości l będą frag¬ 
mentami tych funkcji okresowych, odpowiadającymi przedziałowi 
O^cc^Z. Podobnie łatwo można zauważyć, że impedancja wejściowa 
(3-182), uważana za funkcję długości Z jest funkcją okresową o okresie 
ż/2. 

W związku z tym, w wielu przypadkach dogodniej jest uważać na¬ 
pięcie U, prąd I czy impedancję wejściową Z we nie za funkcje x (czy Z), 
lecz za funkcje fix (lub /?Z). Napięcie i prąd wyraża się wówczas przez 
funkcje okresowe o okresie 

/?ż = 2k 

a impedancja wejściowa — przez funkcję okresową o okresie n. Rolę dłu¬ 
gości linii odgrywa tu mierzona w radianach wielkość fil, zwana z tego 
tytułu długością kątową (lub niekiedy „długością elektryczną”) linii 
(p. 3.3.3). 

O tym, jaki fragment funkcji okresowych (3-183) „zmieści się” 
w przedziale 0^a:^Z, decyduje oczywiście stosunek Z/ż. Ze względu na 
wartości tego stosunku wyróżnia się zwykle dwa przypadki szczególne. 
Jeśli 

l = ~ + k = 0,1,2,... (3-184) 

to mówimy, że jest to linia ćwierćfalowa. 

Jeśli 

Z = k~~, Ze = 1,2,... (3-185) 

to mówimy, że jest to linia półfalowa. 

Linia ćwierćfalowa (półfalowa) ma zatem długość Z równą nieparzy¬ 
stej (parzystej) wielokrotności ćwiartek długości fali. 


15 Teoria obwodów t. II 
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Uwzględniając równość 


v 


(3-186) 


widzimy, że stosunek HA w takim samym stopniu zależy od długości linii l 
jak i od częstotliwości f. Ten sam odcinek linii o określonej długości l 
będzie miał dla różnych częstotliwości różne wartości stosunku l/A, tzn. 
różne długości kątowe 


„ l col 

fil = 2 k —t— =- 

A V 


(3-187) 


Dla linii ćwierćfalowej (bez strat) mamy zgodnie z (3-184) i (3-187) 


fil — —^ f- kit , 


a więc 

i ze wzoru (3-182) otrzymujemy 


k = 0,1, 2, 
cos fil = 0 


z t 


(3-188) 


przy czym = L/C = const. 

Podobnie, dla linii półfalowej (bez strat) 

fil = kn, k = 1, 2 , ... 


a więc 


i ze wzoru (3-182) dostajemy 


sin fil = 0 


^we ~ ^2 


(3-189) 


(3-190) 


(3-191) 


ZADANIA 

3.46. Linia bez strat o impedancji falowej Z/ = 50 Q jest obciążona impedancją 
Z 2 = (100 + j 70)£i. Obliczyć: 

a) współczynnik odbicia F 2 , 

b) współczynnik fali stojącej q, 

c) jaka część mocy fali docelowej wydziela się w obciążeniu. 

p 

Odp. r 2 = 0,52 e j29 ° 30 ', Q = 3,17, —J- = 0,73 

^2 

x ) Zwracamy uwagę, że równość (3-191) zostaje osiągnięta przez odpowiedni do¬ 
bór fil (tj. długości l lub częstotliwości f) i przestaje obowiązywać przy zmianie 
częstotliwości. Mimo pewnych podobieństw występuje tu zatem istotna różnica w po¬ 
równaniu z przypadkiem dopasowania falowego (p. 3.5.4 i przypisek na str. 214). 
w którym równość (3-150) zostaje osiągnięta przez odpowiedni dobór impedancji Z 2 . 
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3.47. Wykazać, że w linii o rzeczywistej impedancji falowej Zf, obciążonej im- 
pedancją Z 2 , sprawność rj wyraża się wzorem 

_P2_ _ 1-1A1* 

V ' Pi e 2 al -\r z \e~ 2al 

3.48. Linia ze stratami o impedancji falowej Z/ = 50 Q jest obciążona jak w zad. 
3.46. Przyjmując, że moc czynna dostarczona przez źródło do linii P x = 10 W oraz 
od =1 N obliczyć: 

a) moc P 2 wydzieloną w obciążeniu oraz sprawność rj — P 2 IP u 

b) wartości współczynnika fali' stojącej q 1 i q 2 na początku i na końcu linii. 

Odp. 

P 2 = 1 W, rj = 0,1 

q 1 = 1,15, g z = 3,17 

3.49. Obliczyć impedancję wejściową Z we linii z zad. 3.46 przyjmując fil = 0,7 

rad. 

Odp. Z we = (72 - j79)Q 

3.50. Obliczyć najmniejszą częstotliwość f 0 , przy której linia o długości l = 250 m 
i prędkości fazowej v — 2 • 10 8 m/s jest linią ćwierćfalową. 

Odp. f 0 = 0,2 MHz 

3.51. Obliczyć impedancję wejściową linii bez strat o długości l = 300 m, zwar¬ 
tej na końcu, jeśli długość fali w linii wynosi X = 125 m, a impedancja falowa Z/ = 
= 200 Q. 

Odp. Z we = — j 145 Q 

3.52. Linia powietrzna bez strat o długości l = 1000 m jest zasilana ze źródła 
o częstotliwości j = 50 kHz. Przyjmując Zf = 60 Q dobrać tak impedancję obciążenia 
Z 2 , aby impedancja wejściowa linii była równa zeru. 

Odp. Z 2 = - jl04 Q 


3.6. DYSKUSJA ROZWIĄZAŃ LINII DŁUGIEJ PRZY RÓŻNYCH 

OBCIĄŻENIACH 

W punkcie tym rozważymy nieco szczegółowiej charakter zmienno¬ 
ści napięcia U(x) i prądu I(x) wzdłuż linii w układzie z rys. 3-22. Będzie¬ 
my zwłaszcza interesować się rozkładami napięcia i prądu wzdłuż linii 
(tj. wykresami |U(x)| i |I(x)|) przy różnych impedancjach obciążenia Z 2 
oraz zależnością impedancji wejściowej linii (przy danym obciążeniu) od 
jej długości lub częstotliwości. 

Dyskusję naszą rozpoczniemy od przypadków najprostszych rozwar¬ 
cia (Z 2 = oo) i zwarcia (Z 2 = 0) zacisków wtórnych linii ^ a następnie 


1 > W p. 3.5.4. omówiliśmy już przypadek dopasowania Z 2 = Zf i w p. 3.6 do przy¬ 
padku tego powracać już, w zasadzie nie będziemy. 


15* 
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przejdziemy do linii obciążonej dowolną impedancją Z 2 . Każdy z tych 
przypadków omówimy dwukrotnie: najpierw dla linii bez strat (a = 0), 
następnie dla linii ze stratami (a > 0). 

3.6.1. LINIA ROZWARTA NA KONGU 
Załóżmy, że zaciski wtórne linii są rozwarte (rys. 3-31): 

z 2 = °o t r z — i 

Zgodnie ze wzorami (3-162) i (3-173) mamy: 

U 2 , _Ł = _i p 2 =1 

TĄ ’ Ij ’ Pt 

Z 

E 

Rys. 3-31. Linia rozwarta na końcu 

Zależności te oznaczają, że na rozwartym końcu linii: 

a) napięcie fali powrotnej U% ma taką samą amplitudę i fazę jak 
napięcie fali docelowej U+; 

b) prąd fali powrotnej I% ma taką samą amplitudę jak prąd fali do¬ 
celowej T+, fazy tych prądów są jednak przeciwne; 

c) moc czynna fali powrotnej P~ jest taka sama jak moc czynna fali 
docelowej P+. 

Mówimy w tym przypadku o całkowitym odbiciu fali docelowej od 
końca linii. 

Ze związków (3-193) wynika, że: 

U 2 = l4+U a “ = 2l/J, !« = £+£ = o (3-194) 

przy czym drugi z tych związków jest oczywisty wobec faktu rozwarcia 
końca x — l linii. 

Dalszą dyskusję przeprowadzimy najpierw przy założeniu braku strat 
w linii (a = 0), a następnie rozszerzymy ją na przypadek linii ze strata¬ 
mi (a > 0). 

Linia bez strat. Parametry falowe linii spełniają teraz związki (3-177). 
Zależności dla napięcia, prądu i impedancji wejściowej otrzymamy ze 
wzorów (3-178), (3-179) i (3-182) dzieląc liczniki i mianowniki tych wzo- 



(3-192) 

(3-193) 
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rów przez Z 2 i przechodząc do granicy przy Z 2 -> oo, W rezultacie otrzy¬ 
mujemy (rys. 3-31): 


TJ(x).= E- 


Z f cos 


I(x) = E 


Z f cos pi +j Z 1 sin pl 

j sin P(l—x) 

Z f cos pi +j Z t sin pi 


Z we ~ “j^Ctg/51 

Przyjmując w (3-195) x = l otrzymujemy 


(3-195) 

(3-196) 

(3-197) 


EZ. 

TT ~ __L__ 

2 Z f cos /5l + j Z 1 sin pi 


(3-198) 


Wzory (3-195) i (3-196) możemy znacznie uprościć, jeśli uwzględnimy 
(3-198). Otrzymujemy wówczas: 


przy czym 


U(x) = U 2 cos/?| 
I(x) = j ~ 2 - sin /?£ 

! = l— x 


(3-199) 

(3-200) 

(3-201) 


oznacza odległość od końca linii. Wzory (3-199) i (3-200) określają zatem 
rozkłady napięcia i prądu wzdłuż badanej linii „od końca”, uzależniają 
bowiem U(x) i I(x) od TJ 2 i £. Należy jednak pamiętać, że napięcie U 2 jest 
określone jednoznacznie wzorem! (3-198). 

Wzory (3-199) i (3-200) możemy również napisać w postaci: 


M 

u 2 


— cos/?| 


(3-202) 


I(x) . 

— T — = sin Pi 

Jir 

Z f 


(3-203) 


Na rysunku 3-32 pokazano wykresy tych zależności. Można je uwa¬ 
żać bądź za funkcje x (czy px), bądź za funkcje £ (czy /?£). Na rys. 3-32 
zaznaczono dwie osie odciętych: x oraz ,/?£. Odległości między sąsiednimi 
ekstremami i punktami zerowymi dla obu krzywych wynoszą Jt/2 na osi /?£ 
(lub px), co odpowiada wartości — por. p. 3.5.7 — Jt/2 p = ż/4 na osi x 
(lub £). 

Rozkłady przedstawione na rys. 3-32 są rozkładami typu fali stoją¬ 
cej, przy czym fala stojąca napięcia jest względem fali stojącej prądu 
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przesunięta wzdłuż linii o ż/4 (tj. o Jt/2 w mierze kątowej). Zgodnie z roz¬ 
ważaniami p. 3.5.7 funkcje U{x) oraz I(x) są funkcjami okresowymi x 
o okresie ż (2n w mierze kątowej). 

Warunek na końcu linii (rozwarcie) powoduje, że I 2 — 0 i fala stojąca 
prądu ma dla x = l węzeł. Fala stojąca napięcia ma więc dla x = l maksi¬ 
mum (strzałkę). Przesunięcie obu wykresów o ż/4 powoduje, że wszędzie 
tam, gdzie napięcie ma węzeł (strzałkę), tam prąd ma strzałkę (węzeł). 



krzywa ciągła: 


Rys. 3-32. Rozkłady napięcia i prądu w linii bez strat 
U(x ) . .. I(x) 


U* 


dla linii rozwartej na końcu, 


na końcu, krzywa przerywana: 


I(x) 
f U 2 ' 

Zf 


dla linii rozwartej na końcu, 


dla linii zwartej 
U(x) 


3 hZf 


dla linii zwartej na końcu 


Zgodnie ze wzorami (3-166) i (3-167) współczynnik fali bieżącej o 
jest równy zeru. Przyjmuje się zwykle, iż w tym przypadku współczyn¬ 
nik fali stojącej q jest nieskończenie wielki: q — oo. W związku z tym nie¬ 
kiedy się mówi, iż rozkłady z rys. 3-32 mają charakter „czystych” fal 
stojących. 

Na rysunku 3-33 przedstawiono rozkłady wartości skutecznych |ŁJ(:c)| 
i |/(x)j wzdłuż linii. Wykresy te otrzymujemy wprost z wykresów 
z rys. 3-32. 

Wykresy z rys. 3-32 i 3-33 mają cechę „uniwersalności” ze względu 
na długość linii I. Ponieważ wykresy te są rysowane „od końca”, należy 
na nie nanieść długość linii l i ograniczyć się do tej części wykresów, która 
jest zawarta w przedziale Wynika stąd, że przy zmianie dłu¬ 

gości linii l z zachowaniem stałości pozostałych parametrów, wykresy 
z rys. 3-32.i 3-33 nie ulegają zmianie, zmieni się jedynie na rysunku po- 
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łożenie punktu x — 0 (a więc i przedział, w którym wykresy te odpo¬ 
wiadają punktom linii). 

Zgodnie ze wzorem (3-197) impedancja wejściowa ma tylko część 
urojoną (reaktancję) 

ve 3 ^we 

przy czym 

X we — —Z f ctgfil (3-204) 

Rezystancja wejściowa jest zatem równa zeru. Linia bez strat roz¬ 
warta na końcu jest więc układem reaktancyjnym, co odpowiada oczy¬ 
wiście przyjętym założeniom o. niewystępowaniu strat ani w linii, ani na 
jej końcu. 



Rys. 3-33. Fale stojące napięcia i prądu Rys. 3-34. Zależność reaktancji wejścio- 

w linii bez strat rozwartej na końcu wej linii bez strat rozwartej na końcu 

od długości kątowej linii 


Na rysunku 3-34 pokazano zależność reaktancji X we od długości ką¬ 
towej fil linii. Przypominamy, że zgodnie z (3-187) 



Wzór (3-204) oraz wykres z rys. 3-34 określają zatem zależność X we 
od długości l (przy ustalonej pulsacji co) lub zależności X we od pulsacji co 
(przy ustalonej długości Z). 

Przy wzroście fil impedancja wejściowa ma w kolejnych przedziałach 
o długościach rc/2 na zmianę charakter pojemnościowy i indukcyjny. 
W punktach 

§1 = — Hcju, 


k = 1, 2 , ... 
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(linia ćwierćfalowa) mamy Z we = 0, są to zatem punkty odpowiadające 
rezonansowi szeregowemu, podobnie jak punkty 

fil = kK, k = 0, 1, 2, ... 

(linia półfalowa), w których Z 2 ~ oo, można uznać za punkty rezonansu 
równoległego (antyrezonansu). 

Wykres z rys. 3-34 ma wszystkie podstawowe cechy wykresu reaktan- 
cji dwójnika reaktancyjnego o stałych skupionych w funkcji częstotliwo¬ 
ści. Istotna różnica polega jednak na tym, że w przypadku układu o sta¬ 
łych skupionych liczba częstotliwości rezonansowych i antyrezonanso- 
wych jest skończona, podczas gdy na rys. 3-34 jest ona nieskoń¬ 
czona. Zgodnie z uwagami ogólnymi podanymi w p. 3.5.7, impedancja 
wejściowa Z we jest funkcją okresową o okresie Jt. 

Linia ze stratami. Dla linii ze stratami parametry falowe Z f i y wy¬ 
rażają się wzorami (3-83) i (3-84), przy czym 


y = 0 i + ]fi, <x>0 

Z zależności ogólnych (3-140), (3-141) i (3-146), w analogiczny sposób 
jak dla linii bez strat, otrzymujemy przy Z 2 -> oo wzory X) : 


Z f chy(l—x) 

U(x)-E Z(Ch yl+Z I sh yl 

(3-205) 

Kx\ = E sh rQ- x ) _ 

W Z f ch yl -\- Z 1 sh yl 

(3-206) 

Z we == Z f cth yl 

(3-207) 

Uwzględniając, że dla x =1 


EZ f 

TT — ' 

2 Z f chyl+Z 1 shyl 

(3-208) 

wzory (3-205) i (3-206) możemy doprowadzić do postaci: 


U(x) = U 2 ch y(l—x) = U 2 ch y£ 

(3-209) 

I(x) =^~shy(l~x) = ~-shy£ 

(3-210) 


przy czym £ = l—x. 

Do wyznaczenia rozkładów napięcia \U(x)\ i prądu |I(;r)| wzdłuż linii 
możemy posłużyć się jednym z dwóch sposobów przybliżonych. 


i) Przyjmując w (3-205), (3-206) i (3-207) y = jfi (tzn. a = 0) otrzymujemy wzory 
(3-195), (3-196) i (3-197) dla przypadku braku strat. 
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Sposób bezpośredni. Uwzględniając, że: 

ch(a-f j/?)| = cha|cos /?|-f j sha| sin/?| 
sh (« +j/3)| — sh a| cos /?|+j ch a| sin /?| 

możemy napisać: 

|chy|| = |ch(a+j/9)|| = ]/ch 2 a|cos 2 i 5|+sh 2 a|sin 2 i 5| = ]/ch 2 a|—sin 2 /?| 
|shy|| = |sh(<x-|-j/?)|| = )/sh 2 a|cos 2 /?|+ch 2 a|sin 2 /?| = )/ch 2 a|—cos 2 /?| 
Funkcje te przybierają wartości 1J : 
dla fi£ = kn, k = 0,1,2,... 

| chyl) = cha| 

|shy|| = sh'a| 

dla /3$ = -j--hkK, k = 0,1,2,... 

|chy|| = sha| 

|sh y|| = eha| 

Uwzględniając otrzymane wyniki możemy bez trudu wyznaczyć wy¬ 
kresy (np. w funkcji /?|) zależności: 

|ch y (Z — x)| =* |chy|| 
shy(l—a:)| = |sh y|| 

Wykresy te, stanowiące poszukiwane rozkłady napięcia i prądu wzdłuż 
rozważanej linii, podano na rys. 3-35. Rozkłady te, podobnie jak poprzed¬ 
nio z rys. 3-32 są wyznaczane od końca x = Z (| = 0) linii. 

Zgodnie z (3-165) współczynnik fali stojącej 

1 + e -2 ^ 

e = --^=£r (3-2ii) 

Przy | -> 0 mamy q -> oo, a więc im bliżej końca x = l (| = 0) linii, tym 
rozkład z rys. 3-35 jest bardziej zbliżony do „czystej” fali stojącej. Ponie¬ 
waż q -> 1 przy a| -> oo, a więc im dalej od końca x — l (| = 0 ) linii, tym 
bardziej rozkład z rys. 3-35 traci cechy fali stojącej i zbliża się do roz¬ 
kładu typu fali bieżącej (rys. 3-25), charakterystycznego dla linii dopaso¬ 
wanej falowo. 


*) Łatwo przekonać się, że podane wartości /?| nie pokrywają się, ściśle biorąc,, 
z punktami ekstremalnymi funkcji | chyl | i | shy| |. Różnice są jednak tym mniejsze,, 
im mniejszy jest współczynnik tłumienia <x. W naszych rozważaniach będziemy przyj¬ 
mować, że punkty te wyznaczają w przybliżeniu ekstrema | chyl | i | shy| |. 


u (00) 

U 2 

I(x)Z f 
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Rys. 3-35. Fale stojące napięcia i prądu w linii ze stratami 


krzywa ciągła: 


U(x) 

U s 


— dla linii rozwartej na końcu, 


I(x) 

h 


na końcu, krzywa przerywana: 


— dla linii rozwartej na końcu, 


Zf I(x) 

U * , . 
dla linii zwartej na końcu 


— dla linii zwartej 


U(x) 

Zfl 2 


Sposób pośredni. Zamiast posługiwać się wzorami (3-209) 
i (3-210) możemy skorzystać z ogólnych zależności — por. (3-55), (3-56), 
(3-161): 


U(x) = U + (x) + U~(x) 

I (x) = I + (x) + I~(x) 

U~(x) _ r(x) 2 ,0-x) 

U + (x) I + (x) 2 


(3-212) 


i poszukiwać takich punktów wzdłuż linii, dla których x) : 

|U(a:)J = \U + (x)\±\U-(x)\ (3-213) 

\I( X )\ = \l + (x)\±\r(x)\ (3-214) 

Dla linii rozwartej na końcu mamy F 2 — 1 i z zależności (3-212) 
otrzymujemy 

U~(x) 


U + (x) 




(3-215) 


gdzie, jak zwykle, ^ — l~x. 

-Równość (3-213) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy argumenty liczb 
U + (x) i TJ~(x) są jednakowe (równość ze znakiem +) lub gdy różnią się 
o Jt (równość ze znakiem —). W pierwszym przypadku iloraz U~(x)/U' T (x ) 
jest dodatni, w drugim — ujemny. 


Sposób ten ma tę zaletę, iż można go stosować do badania rozkładów napię¬ 
cia i prądu we wszystkich przypadkach. 
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Wynika stąd, że równość (3-213) ze znakiem „ + ” zachodzi w tych 
punktach, w których 

e~ j2 ^ = l 

tj. w punktach 


fe = kx, k = 0,1,2,... (3-216) 

Podobnie, równość (3-213) ze znakiem „ —” zachodzi wówczas, gdy 

e~ j2/J ’ = — 1 


tj. w punktach 


/8f = -|-+fai, (£ = 0,1,2,... (3-217) 

Wobec tego, że 

I~(x) == U"(x) 

I + (x) ~ U + (x) 


w punktach (3-216) zachodzi równość (3-214) ze znakiem a w punk¬ 
tach (3-217) — ze znakiem 

Na rysunku 3-36 pokazano konstrukcję rozkładów |U(x)| i | I(x) |, 
opartą na przeprowadzonych rozważaniach. Podstawowe znaczenie mają 
tu krzywe wykładnicze: 


\U + (x)\ = |I7 2 V s ' = ~r-e“-' 

Z 


(3-218) 


przedstawiające rozkłady modułów napięcia fali docelowej i fali powrotnej. 
Aby uzyskać przybliżony wykres | U(x) |, rzędne tych rozkładów dodaje¬ 
my w punktach (3-216) i odejmujemy — w punktach (3-217). W podob¬ 
ny sposób wyznaczamy punkty, przez które przechodzi wykres: 


\Z f \ |l(x)| 


Rozkłady przedstawione na rys. 3-35 i 3-36 są oczywiście identyczne, 
inny jest jedynie sposób ich konstrukcji. 

Impedancja wejściowa jest określona wzorem (3-207). W przeciwień¬ 
stwie do przypadku braku strat ma ona teraz zarówno część urojoną (re- 
aktancję) jak i część rzeczywistą (rezystancję), związaną z występowa¬ 
niem strat w linii. 


Na rysunku 3-37 przedstawiono linią ciągłą wykres modułu j ^ 

w funkcji {31. Wykres ten ma asymptotę poziomą \Z we \ = \Z f \, bowiem 
przy a>0 i t 6l -> oo 
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Proponujemy czytelnikowi uzasadnienie przedstawionego na rys. 3-37 
charakteru zmian | Z we |, np. na podstawie rys. 3-35 lub 3-36. 




Rys. 3-36. Inny sposób konstrukcji fal Rys. 3-37. Impedancja wejściowa linii 
stojących w linii ze stratami rozwartej ze stratami rozwartej (zwartej) na. 
na końcu * końcu 


3.6.2. LINIA ZWARTA NA KOŃCU 

Przypadek linii zwartej na końcu (rys. 3-38) jest dualny w stosunku 
do rozważanego w p. 3.6.1 przypadku linii rozwartej. Umożliwi to nam 
bezpośrednie wykorzystanie wielu rezultatów z p. 3.6.1. 



Rys. 3-38. Linia zwarta na końcu 


Wobec zwarcia zacisków wtórnych linii mamy 

Z 2 = 0, r 2 =-l (3-219) 

i ze wzorów (3-162) i (3-173) otrzymujemy 



(3-220) 


Zależności te oznaczają że na zwartym końcu linii: 

a) prąd fali powrotnej I~ ma taką samą amplitudę i fazę jak prąd 
fali docelowej I+; 
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! b) napięcie fali powrotnej 17 2 ma taką samą amplitudę jak napięcie 
fali docelowej U+, fazy tych napięć są jednak przeciwne, 

vc) moc czynna fali powrotnej P~ jest taka sama jak moc czynna fali 
docelowej Pg". 

Podobnie jak w przypadku rozwarcia zacisków wtórnych (p. 3.6.1), 
mówimy również o całkowitym odbiciu fali docelowej od końca linii. 

Z równań (3-193) wynika, że: 

U 2 = Uj+U2 = 0, I 2 =A+ I 2 = 2I 2 (3-221) 

Już z tych wstępnych rozważań wynika, że zgodnie z zasadą dualno¬ 
ści rezultaty otrzymane w p. 3.6.1 dla napięcia (prądu) w linii rozwartej 
na końcu będą słuszne dla prądu (napięcia) w linii zwartej na końcu. 

Linia bez strat. Wzory dla napięcia, prądu i impedancji wejściowej 
dla przypadku braku strat (a = 0) otrzymujemy podstawiając Z 2 = 0 do 
wzorów (3-178), (3-179) i (3-182): 


j Z f sin fi(l—x) 

U(x)-E Zl cosfl+jZ f sinfil 

(3-222) 

jm _ E cos/i(!-x) 

Z 1 cos fil + j Z f sin fil 

(3-223) 

z we = j Z ftgP l 

(3-224) 

Przyjmując x — l w (3-223) otrzymujemy 


/ - E 

2 Zj cos fil + ]Z f sin fil 

(3-225) 


Uwzględniając (3-225), możemy wzory (3-222) i (3-223) doprowadzić do 


postaci- 

U(x) = j I 2 Z f sin fił- 

(3-226) 


I {x) = I 2 cos fi£ 

(3-227) 

lub: 

U(x) ■ o, 

7 =sm fii 

3 l 2 

(3-228) 


I(x) 

— T — = cos fię 

^2 

(3-229) 


gdzie £ = l—x. 

Wykresy zależności (3-228) i (3-229) podano na rys. 3-32. Są to te 
same rozkłady typu fali stojącej co dla linii rozwartej na końcu z tym, 
że zostają zamienione miejscami napięcie i prąd. Wszystkie wnioski wy¬ 
nikające z tych wykresów, omówione szczegółowo dla linii rozwartej w p. 
3.6.1, odnoszą się więc również do linii zwartej — z uwzględnieniem 
wspomnianej zamiany. 
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Ze wzorów (3-226) i (3-227) lub wprost z rys. 3-32 można otrzymać 
rozkłady wzdłuż linii wartości skutecznych \U(x)\ i | I(x) \.Rozkłady te 
są przedstawione na rys. 3-39 (por. analogiczny rys. 3-33 dla linii rozwar¬ 
tej). Są to, podobnie jak w p. 3.6.1, rozkłady typu „czystej” fali stojącej, 
przy czym wobec r 2 —~ 1 mamy również o = 0, q = oo — por. wzory 
(3-166) i (3-167). 



Rys. 3-39. Fale stojące napięcia i prą¬ 
du w linii bez strat zwartej na końcu 



Rys. 3-40. Zależność reaktancji wejścio¬ 
wej linii bez strat zwartej na końcu 
do długości kątowej linii 


Zgodnie ze wzorem (3-224) impedancja wejściowa ma tylko część 
urojoną (reaktancję) 


7 = i Y 

^we J ^we 

przy czym 

X we = Z f tg{3l (3-230) 

Wykres reaktancji wejściowej (3-230) przedstawiono na rys. 3-40. 
Porównując wykresy z rys. 3-34 i rys. 3-40 zauważamy, że są one prze¬ 
sunięte względem siebie o Jt/2. Wszystkie uwagi i wnioski dotyczące cha¬ 
rakteru zmienności Z we dla linii rozwartej (p. 3.6.1) odnoszą się zatem bez 
zmian (z uwzględnieniem jedynie tego przesunięcia) również do linii 
zwartej. 


Linia ze stratami. Dla linii ze stratami: a !> 0, y — a + j^, wzory dla 
napięcia, prądu i impedancji wejściowej otrzymujemy z (3-140), (3-141) 
i (3-146) uwzględniając, że Z 2 = 0: 


Z f sh y (Z — x) 

Tj(x) = E f 

K } Z ± ch yl + Z f sh yl 

(3-231) 

= E z;c e S+z ; 1h 7 r 

(3-232) 

Z = Z, th yl 

we f ' 

(3-233) 
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Podobnie jak dla linii bez strat, wzory (3-231) i (3-232) można doprowadzić 
do postaci: 


U(x) = I 2 Z f shy{l-x) = I 2 Z f sh y£ (3-234) 


przy czym: 


I(x) = I 2 ćhy(l — x) = I 2 chy£ 


h 


E 

Z ± ch ylZ f sh yl 


(3-235) 

(3-236) 


Z porównania wzorów (3-234) i (3-235) ze wzorami (3-209) i (3-210) 
wynika od razu możliwość wykorzystania rezultatów p. 3.6.1. Wystarczy 
w tym celu zamienić: U(x)/U 2 (linia rozwarta) na I(x)/I 2 (linia zwarta) i od¬ 
powiednio Z f I(x)/U 2 (linia rozwarta) na U(x)/Z f I 2 (linia zwarta). W ten 
sposób zarówno wykresy z rys. 3-35 jak i wszystkie wnioski z nich wy¬ 
nikające odnoszą się również do linii zwartej na końcu. Pozostaje rów¬ 
nież słuszny wzór (3-211) oraz jego interpretacja. 

W analogiczny sposób można by również przeprowadzić dyskusję roz¬ 
kładów napięcia i prądu sposobem pośrednim. Różnica w porównaniu z p„ 
3.6.1 polegałaby jedynie na innej wartości współczynnika odbicia ( r 2 = 
= —1), co w konsekwencji — por. (3-212) — prowadzi także do zamiany 
miejscami rozkładów napięcia i prądu. Proponujemy czytelnikowi doko¬ 
nanie takiej zmiany oznaczeń na rys. 3-36, aby odpowiadał on przypad¬ 
kowi linii zwartej na końcu. 

Impedancja wejściowa — wzór (3-233) — ma zarówno część urojoną 
(reaktancję) jak i część rzeczywistą (rezystancję), związaną z występo¬ 
waniem strat w linii. Na rys. 3-37 przedstawiono linią przerywaną wy¬ 


kres 


^we 

zr 


w funkcji fil. Wykres ten ma tę samą co dla linii rozwartej 


asymptotę poziomą, mamy bowiem przy oc 0 i fil -> oo 


th (a + j$l -> 1 


3.6.3. LINIA PRZY DOWOLNYM OBCIĄŻENIU 

Rozważymy linię obciążoną na końcu dowolną impedaneją Z 2 
(rys. 3-41). Będziemy przy tym zakładać, że na końcu x = l linii ani na¬ 
pięcie U 2 , ani prąd I 2 nie są równe zeru, co odpowiada warunkom Z 2 -=fi=. 0,. 
Z 2 -=fizo o (przypadki: Z 2 — oo i Z 2 = 0 zostały już rozważone w p. 3.6.1 
i 3.6.2). 
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Rys. 3-41. Linia obciążona impedancją Z 2 


Linia bez strat. Podstawiając 

do wzorów (3-134) 

i (3-135) y = j/J 

otrzymujemy: 




U(x) = 

E 


(3-237) 

1 + _ Z L 
. + z / 

i—r 1 r 2 e _i2/W 

I(x) = 

E 

e~^ x —r 2 e ~*w i ~ x ) 

(3-238) 

+ Z f 

i -r ± r 2 e m 

gdzie, zgodnie z (3-132): 





z i~ Z f 

p Z 2~ Z f 


z t +z f ’ 

2 z 2 +z, 


oraz Z f = y/L/C. 

Ze wzorów (3-237) i (3-238) otrzymujemy dla x = Z: 


U 2 = 

E 

e-^l+r,) 

(3-239) 

i+ *■- 

l-A/', e - * 2 ** 7 

r _ 

E 

e“ w '(l-r 2 ) 

(3-240) 

J 2 — 

-\-Zf 



Uwzględniając te wyrażenia możemy wzory (3-237) i (3-238) napisać 
w postaci: 


U(x) = 

: _ 

1 + U 2 

[e m '- x, +r^ m '~ xy 

I(x) = 

h 

i-r 2 



lub w postaci: 

U(x) = (3-241) 

I(x) = I 2 [e w<, “' ) -r 2 e^ M ] (3-242) 

w której uwzględniono zależności (3-163). 

Oznaczmy 


r 2 = |r 2 |e j 


(3-243) 
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przy czym, jak łatwo wykazać (por. zad. 3.45) dla linii bez strat i dowolnej 
impedancji Z 2 = R z + j X 2 ( R 2 !> 0) mamy: | jT 2 | ^ 1, ■ — ut <C © Jt. Przyj¬ 
mując £ — l~x możemy z (3-241) i (3-242) otrzymać po prostych prze¬ 
kształceniach 1} : 

= |/l + |r 2 | 2 +2]r 2 | cos (3-244) 

= |/l + |r 2 | 2 - 2|r 2 | cos (2/51-0) (3-245) 

Ze wzorów tych wprost wynika, że w punktach 

. k = 0, 1, 2, ... (3-246) 


U(x) 

Ut 

I + 

l 2 


w których 
mamy maksima 

w których 


U(x) 

i minima 

Ux ) 

ui 

4 + 



cos (2/?| — ©) = 1 

Podobnie, w punktach 


W 


~2—I— 2 —kkit, k — 0, 1, 2, ... 


występują minima 


U(x) 


U, 


cos (2^-@)= -1 
l(x) 


i maksima 


Wartości ekstremalne są odpowiednio równe: 


U(x) 


I(x) 

V t 

max 

7+ 

2 2 

U(x) 


I(x) 

V t 

min 

r+ 

J 2 


Oznaczając: 

Uma X = max|U(a:)|, 
Imax = max \I(x)\, 
otrzymujemy na podstawie (3-248) 

^max _ ^max 


= i+|r 2 | 

= i-W 


U min = min |U (cc)| 
Imin = min \l(x)\ 


Umin Imin 


= i+|r,| 

i-|r.l e 


(3-247) 


(3-248) 


(3-249) 


1 > Stosujemy tu zatem sposób, zwany w p. 3.6.1 bezpośrednim. Łatwo się prze¬ 
konać, iż te same rezultaty można otrzymać również bez trudu stosując sposób po¬ 
średni, oparty na analizie wzoru (3-2l2) oraz równaniach (3-213) i (3-214). 
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Oznacza to, że w przypadku linii bez strat — por. wzory (3-164) 
i (3-166) — współczynnik fali stojącej q jest równy stosunkowi wartości 
maksymalnej napięcia (prądu) do wartości minimalnej napięcia (prądu) 
w linii. 

Jest to bardzo istotna interpretacja współczynnika fali stojącej x) , 
umożliwiająca m. in. jego pomiar przez pomiar wartości maksymalnej 
i minimalnej napięcia w linii bez strat (lub, praktycznie biorąc, w linii 

długiej o dostatecznie małej wartości —1. 

Wobec nierówności \r 2 \ ^ 1 ze wzoru (3-249) wynika, że współczyn¬ 
nik fali stojącej q w zależności od impedancji obciążenia Z 2 może przy¬ 
bierać wartości q ^ 1, przy czym q -»■ oo przy | jT 2 I 1 (I 1 = 1 dla Z 2 = 
= j X 2 oraz dla Z 2 = 0, Z 2 = oo). Wynika stąd, że współczynnik fali bie¬ 
żącej o spełnia nierówność: 0 ^ 1. 

Na rysunku 3-42 przedstawiono wykresy wielkości (3-244) i (3-245) 
w funkcji (tzn. „od końca” linii), przy czym przyjęto ©> 0. Jeśli na 

© 

osi odciętych zamiast /?£ będziemy odkładać /?£-—, łatwo jest wówczas 

uchwycić wpływ zmian ©. Polega on po prostu na przesunięciu faktycz- 



w linii bez strat obciążonej impedancją Z 2 pięcia w linii bez strat 

nego końca linii na prawo o od punktu /?£ — = 0 przy © > 0 

i na lewo o -- przy © <C 0. Z tego względu niekiedy mówi się, ze 

obciążenie „wydłuża” linię, jeśli © > 0 i „skraca” ją, jeśli © <C 0. 

Zwróćmy uwagę na przypadek szczególny, kiedy impedancja obcią¬ 
żenia jest rzeczywista 

Z 2 = f?2 

*) Niekiedy równość (3-249) przyjmuje się jako definicję współczynnika fali sto¬ 
jącej (dla linii bez strat). 








oraz dla R 2 <C Z f = R 0 : 

r 2 <0, 0 = 7 c 

Przy R 2 > na końcu linii występuje maksimum napięcia i minimum 
prądu. Przy R 2 <C Z f mamy przeciwnie: minimum napięcia i maksimum 
prądu dla x = l. Na rys. 3-43 pokazano dla porównania rozkłady napięcia 
wzdłuż linii bez strat przy R 2 > Z f ( R 2 <. 00 , 1 <C q <C 00 ) i przy rozwarciu 
(R 2 = 00 , Q = 00 ). 


Linia ze stratami. Na zakończenie omówimy krótko przypadek ogól¬ 
ny linii ze stratami przy dowolnym obciążeniu Z 2 (rys. 3-41). Posłużymy 
się przy tym sposobem, z którego korzystaliśmy już w p. 3.6.1 i oprzemy 
się wprost na poprzednich rezultatach. 

Poszukujemy takich punktów x linii, w których zachodzą równości 
(3-213) i (3-214). Przyjmując oznaczenie (3-243) możemy zależność (3-212) 
napisać w postaci 


(*%•) ■ ■_ 1 _ 1 j-i | -2a* —j (2/?£-@) 

u + (x) ~ ~~TW~ l 2 ' e e 


(3-250) 


Wyrażenie (3-250) przybiera wartości dodatnie w punktach (3-246) i war¬ 
tości ujemne w punktach (3-247). Oznacza to, że w punktach (3-246) mamy 
równość (3-213) ze znakiem „ + ” i równość (3-214) ze znakiem Ana- 



16* 
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logicznie, w punktach (3-247) równość (3-213) zachodzi ze znakiem „ — ”, 
a równość (3-214) — ze znakiem „ + ”. 

Na rysunku 3-44 przedstawiono rozkłady napięcia wzdłuż rozważanej 
linii. Konstrukcja tego wykresu jest taka sama jak konstrukcja wykre¬ 
su z rys. 3-36 z tym, że obecnie: 

|U»| = |Uj| e“ f , |IT(s)| = |u;| e"“ s 

p 2 “| = |r 2 i|uj| 

Usytuowanie końca linii £ = 0 jest analogiczne jak na wykresie z rys. 
3-42. Dla ustalenia uwagi na rys. 3-44 przyjęto: |r 2 | *<1, © >■ 0. 


ZADANIA 

3.53. Wykazać, że w linii bez strat (por. p. 3.6.3) 

u ma , = )%p~ s e, L.* = j/-|p 

gdzie: P 2 = P z ~P Z — moc czynna wydzielana w impedancji obciążenia Z 2 ; q — 
współczynnik fali stojącej. 

3.54. Obliczyć wartości U m ax, Umin, Imax, 1 min dla linii z zad. 3.46 przyjmując 
P 2 = 4 W. 

Odp. 

Umax = 25,2 V U m in = 7,95 V 

Imax = 0,504 A Imin = 0,159 A 

3.55. Dla linii z zad. 3.46 obliczyć odległość l Q od końca linii najbliższego maksi¬ 
mum napięcia (licząc od punktu x — l). 

Odp. 

h 

-j- = 0,041 

3.56. Narysować na jednym wykresie i porównać rozkłady napięcia w linii roz¬ 
wartej: a) bez strat, b) ze stratami. 

3.57. Narysować na jednym wykresie i porównać rozkłady napięcia w linii ob¬ 
ciążonej pewną impedancją Z 2 : a) dla linii bez strat, b) dla linii ze stratami, 

3.58. Narysować na jednym rysunku i porównać wykresy [ Z We \ w funkcji 
dla linii zwartej na końcu: a) bez strat, b) ze stratami. 

3.59. Na podstawie rozkładów napięcia i prądu z rys. 3-42 narysować wykres 
[ Zwe [ w funkcji /?Z dla linii bez strat obciążonej pewną impedancją Z z . Przedysku¬ 
tować wpływ kąta & — por. (3-243). 

3.60. Na podstawie rozkładów napięcia i prądu z rys. 3-44 narysować wykres 
| Z we | w funkcji dla linii ze stratami obciążonej pewną impedancją Z 2 . Przedys¬ 
kutować wpływ kąta © — por. (3-243). 
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3.7. WYKRES SMITHA 

W wielu zagadnieniach praktycznych zachodzi potrzeba wykonywa¬ 
nia rozmaitych obliczeń przy użyciu wzorów (3-145) lub (3-146), określa¬ 
jących impedancję wejściową linii przy zadanej impedancji obciążenia Z 2 . 
Obliczenia przy użyciu tych wzorów nie są oczywiście zbyt skompliko¬ 
wane, komplikują się one jednak .istotnie przy przejściu do zagadnień 
projektowania, w których chodzi zwykle o takie dobranie parametrów 
linii lub układu kilku linii (z uwzględnieniem ich obciążeń), aby całość 
lub poszczególne części układu spełniały z góry założone warunki (np. 
warunek dopasowania falowego). W takich zagadnieniach bezpośrednie 
posługiwanie się wzorami (3-145), (3-146), (3-182) i analityczne rozwiązy¬ 
wanie problemu jest najczęściej dość złożone i mało przejrzyste, znacznie 
natomiast dogodniejsza okazuje się metoda graficzna oparta na wykorzy¬ 
staniu specjalnie skonstruowanego wykresu impedancji (lub admitancji) 
linii długiej, tzw. wykresu Smitha. 


3.7.1. KONSTRUKCJA WYKRESU SMITHA 

Niech w = a + j b, W = A + j B oznaczają zmienne zespolone. Roz¬ 
ważymy funkcję homograficzną 

W = W - y* - (3-251) 

w+1 


i odwzorujemy przy pomocy tej funkcji prawą półpłaszczyznę a — 
= Re w ^ 0 (rys. 3-45). Prosta a = Re w — 0 odwzorowuje się na okrąg 
jednostkowy W = 1 (rys. 3-46), bowiem przy w — jb mamy: 


W = 


jb-l 

jb + 1 ’ 


|W| = 1 


Prawa półpłaszczyzna a = Re w > 0 przechodzi we wnętrze okręgu (wy¬ 
starczy zauważyć, że dla w — 1 jest W = 0). 

Rozważmy teraz siatkę współrzędnych prostokątnych a = const i h = 
= const w półpłaszczyźnie a = Re w > 0. Dodatnia półoś rzeczywista 


i) Będziemy przy tym korzystać ze znanych właściwości odwzorowania homo- 
graficznego: 

a) obrazem prostej lub okręgu w płaszczyźnie w jest prosta lub okrąg w pła¬ 
szczyźnie W: 

b) jeśli linia L jest symetryczna względem linii L 0 w płaszczyźnie w, to obraz; 
linii L jest symetryczny względem obrazu linii L 0 w płaszczyźnie W. 
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b — Re w = O, a^O odwzorowuje się w płaszczyźnie W na odcinek osi 
rzeczywistej zawartej w kole | W|^ 1 (punkt w = oo odwzorowuje się na 
W = 1). Wszystkie proste a = const > 0 odwzorowują się zatem na okręgi 
przechodzące przez punkt W = 1, symetryczne względem osi rzeczywistej 
Im W = 0 i leżące w kole | 1 (są one zaznaczone na rys. 3-46 linia¬ 

mi ciągłymi). Proste b = const 0 odwzorowują się też na okręgi przecho¬ 
dzące przez punkt W = 1, przy czym — zgodnie z podstawową cechą od¬ 
wzorowania konforemnego — okręgi te są ortogonalne względem poprzed¬ 
nich okręgów. Półproste b = const 0 , a ^ 0 odwzorowują się zatem na 
części tych okręgów zawarte w kole | W|^l (są one zaznaczone na rys. 
3-46 liniami przerywanymi), przy czym obrazy półprostych b — const > 0, 
a ^ 0 leżą w górnej półpłaszczyźnie Im W > 0, obrazy półprostych b = 
— const < 0, a ^ 0 leżą w półpłaszczyźnie dolnej: Im W <C 0. 


Ib-lmw 
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a^const>0 


JRys. 3-45. Siatka współ¬ 
rzędnych prostokątnych w 
półpłaszczyźnie 
a = Re w ^ 0 



W ten sposób powstaje w kole |W| 1 siatka konforemnie równo¬ 

ważna siatce współrzędnych prostokątnych w półpłaszczyźnie Re w ^5= 0. 
Siatka ta, z naniesionymi wartościami części rzeczywistej a i części uro¬ 
jonej b oraz, często, z pewnymi dodatkowymi skalami pomocniczymi 
umieszczonymi na obwodzie okręgu a = 0, stanowi tzw. wykres Smitha 
(rys. 3-47 — patrz wklejka). 
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3.7.2. IMPEDANCJA WEJŚCIOWA 


Pokażemy teraz, w jaki sposób posługując się wykresem Smitha moż¬ 
na obliczać impedancję wejściową Z we odcinka linii obciążonego impedan- 
cją Z 2 . Zgodnie z (3-145) mamy 


gdzie 


, 1 + r 2 e~ 2y? 
7 1 -T 2 e~ 2rl 


(3-252) 


r.= 


^2 

z 2 +z f 


Wprowadzając wielkości: 




Z., 


(3-253) 


(3-254) 


Z 2 = r 2 + j X 2 


(3-255) 




zwane impedancjami zredukowanymi otrzymujemy z (3-253) i (3-252): 

Z 2 ~ 1 


r , 


^ 2 +1 


(3-256) 


Tb e ' 2 ' 1 = 


£ive+ 1 


(3-257) 



Rys. 3-48. Wyznaczanie impedancji wejściowej linii bez strat 


ł ) W dalszych rozważaniach p. 3.7 będziemy zakładać, że impedancja falowa Zf 
jest rzeczywista: Zf — R 0 —j/ LIC. Przy tym założeniu zawsze: r 2 = Re 0 oraz 
I r s | < 1 (por. zad. 3.45). 
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Zauważmy, iż obie te zależności mają postać funkcji (3-251), do ich obli¬ 
czania można zatem użyć wykresu Smitha. 

Załóżmy np., że są dane: Z 2 , Z f , Z oraz ź. Obliczamy z 2 — r 2 + ]x 2 
i znajdujemy na wykresie Smitha punkt P 0 przecięcia okręgów: a — r 2 
i b = x 2 (rys. 3-48). Zgodnie z (3-256) jest to punkt wyznaczający wartość 
F 2j tzn. współrzędne prostokątne punktu P 0 (na płaszczyźnie W) są odpo¬ 
wiednio równe: Re P 2 , Im P 2 . 

Aby wyznaczyć teraz wartość z we , należy znaleźć punkt P (na pła¬ 
szczyźnie W) odpowiadający liczbie: P 2 e~ 2yl . Z uwagi na czynnik 
e - 2 j-i należy wyróżnić tu dwa przypadki. 

Linia bez strat. W tym przypadku a = 0, y = ]fi i w konsekwencji 

IAe^'1 = |r 2 e“ i2S, | = |r 2 | 

a więc liczby P 2 i P 2 e“ 2yl mają ten sam moduł. Oznacza to, że punkt P 
odpowiadający P 2 e~ 2yl leży na okręgu O o środku w początku układu 
współrzędnych i przechodzącym przez punkt P 0 . Wyznaczenie punktu P 
sprowadza się zatem tylko do wyznaczenia zmiany argumentu. Aby pro¬ 
cedurę tę uprościć, wprowadźmy oznaczenia: 

r 2 = -|r 2 | e~ 32?>o = |r 2 | e^ 1 2 ^ 1 
V 2 e~ j 2/11 = - \r 2 \ e~ j 2?? = |r 2 | e j {n ~ 2(p) } 

przy których otrzymujemy 

(P = 

Na obrzeżu okręgu a = 0 dogodnie jest zatem nanieść skalę kąta cp, przy 
czym wskutek wprowadzenia do wykładników we wzorach (3-258) skład¬ 
nika n wartości <p — 0 odpowiada półprosta arg W = ± ot *>. 

Korzystając ze wzoru (3-187) 

fil = 2k~ 
k 

skalę kąta cp można wyrazić w wartościach <p/2Jt, tzn. Z/ź. Pełnemu obroto¬ 
wi odpowiada zmiana cp (czy fil) o k, a więc zmiana Z/ź o 1/2 2) . Na wykre¬ 
sie Smitha z rys. 3-47 zostały naniesione dwie skale Z/ź ułatwiające obli¬ 
czanie kątów dla obu kierunków obrotu. 


(3-258) 

(3-259) 


1 ) Taki wybór półprostej, od której liczymy kąt cp, jest dogodny w praktyce, 
możliwe jest jednak inne, dowolne ustalenie półprostej tp = 0. 

2 ) Odpowiada to omówionej już w p. 3.5.7 właściwości polegającej na tym, że 
impedancja wejściowa linii długiej bez strat jest funkcją okresową fil o okresie jt. 
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Obliczając l/l i posługując się wspomnianą skalą wyznaczamy zatem 
bez trudu położenie punktu P na okręgu O. Porównując (3-257) z (3-251) 
zauważamy, że punkt P będzie leżał na przecięciu okręgów: a = r we i b = 
= x we . Odczytujemy zatem z wykresu wartości a i b odpowiadające 
punktowi P i mnożąc je przez Zf otrzymujemy szukane wartości: Z we — 
Pwe "b jN 11/e . 

Łatwo zauważyć, iż opisane postępowanie można bez trudu zastosować 
również do wyznaczania Z 2 na podstawie zadanej wartości Z we . W tym 
przypadku, po obliczeniu z we = r we + ]x we znajdujemy najpierw na prze¬ 
cięciu okręgów: a = r we , b = x we punkt P odpowidający wartości P 2 e~ 2yl 
— por. (3-257) — a następnie wyznaczamy punkt P 0 dokonując obrotu 
o kąt odpowiadający wartości l/l z tym, że teraz obrót odbywa się w prze¬ 
ciwną stronę (tj. „do obciążenia”, a nie „do generatora”, jak poprzednio). 

Na wykres Smitha można również nanieść rodzinę okręgów o środ¬ 
kach w początku układu współrzędnych (takim okręgiem był okręg O 
z rys. 3-48). Są to okręgi o równaniach: | P 2 1 = const. Dla linii bez strat, 
zgodnie z wzorem (3-166), współczynnik fali stojącej q wyraża się zależ¬ 
nością 



I + I-P2I 

i-iAl 


Okręgi te mogą być zatem wyskalowane w wartościach q, przy czym dla 
|T 2 | = 0 mamy q = 1, dla | P 2 | = 1 jest q = 00 P. 


Linia ze stratami. W przypadku linii ze stratami (a > 0) mamy 

jr 2 e -2 ^, = ]r 2 | e“ 2aZ (3-260) 

Przejście od punktu P 0 do P' (rys. 3-49) wymaga teraz nie tylko obrotu, 
tj. zmiany kąta, której się dokonuje identycznie jak dla linii bez strat, 
ale i przejścia na inny okrąg O' o mniejszym promieniu określonym przez 
wzór (3-260). Poza tą różnicą sposób postępowania jest taki sam i da się 
beż trudu zastosować również do wyznaczania Z 2 przy zadanej warto¬ 
ści Z we . 


n Zamiast nanoszenia na wykres jeszcze jednej rodziny linii o = const (lub 
j r 2 1 = const) stosuje się niekiedy skalę w postaci ruchomego suwaka połączonego 
z wykresem Smitha w początku układu współrzędnych. Wobec równości 

mi- g - 1 

]1 ‘ l ~ e+i 

skala q = const jest wyznaczona przez punkty przecięcia okręgów a = const ^ 1 
z półprostą arg W = 0. 




-r 2 e~ 2j,/ = (3-2C4) 

2/WC+ 1 

Z porównania wzorów (3-263) i (3-264) ze wzorami (3-256) i (3-257) 
wynika, że cały tok obliczeń można powtórzyć w odniesieniu do admi- 
tancji. Jedyna różnica polega na tym, że wychodząc od admitancji wyzna¬ 
czamy na wykresie Smitha punkty P 0 i P odpowiadające wartościom 
— jT 2 oraz — jP 2 e~ 2yl , a nie F 2 i F 2 e~ 2yl jak dla przypadku impedancji. Jed- 
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nocześnie z porównania tych wzorów od razu wynika, że na wykresie 
Smitha punkty odpowiadające wartościom z i y = Hz leżą symetrycznie 
względem początku układu współrzędnych. Uwzględniając te różnice moż¬ 
na stosować wykres Smitha jednocześnie do obliczeń impedancyjnych i ad- 
mitancyjnych. 

3.7.4. PRZYKŁADY 

Podamy teraz kilka typowych przykładów obliczeń przy użyciu wy¬ 
kresu Smitha. 

1. Jest dany odcinek linii bez strat o długości Z obciążony impedanćją 
Z 2 . Przyjmując: 

1=100 m, Z f = 100 Q, fi = 5,53• 10 -3 rad/m, Z 2 = (10+j30) Q 

obliczyć impedanc.ję wejściową Z we i admitancję wejściową Y we . 
Wstępne obliczenia dają: 

1 = —z— = 1136 m, = 0,088, z 2 = +- = 0,1 + j 0,3 

A 

Na przecięciu okręgów: a — 0,1, b = 0,3 znajdujemy punkt P 0 (rys. 3-50 — 
patrz wklejka). Odpowiadająca mu wartość argumentu (na skali Z/l) „do 
generatora” wynosi: (Z/l)p, o — 0,047. Dodając 

(Z/l) Po + Z/l = (Z/l) p 

otrzymujemy wartość 

(l/X) P = 0,047 + 0,088 = 0,135 
odpowiadającą punktowi P. Odczyt z wykresu daje 

Z we = 0,2+j 1,1 

a więc 

Z we = (20+j 110) Q 

Znajdując punkt P' symetryczny do P względem początku układu 
współrzędnych (tj. punktu W = 0) odczytujemy 

Vwe = °> 16 j °> 88 

a stąd 

Y W e — (1,6~j 8,8) mS 

2. Linia bez strat o długości Z ma admitancję wejściową Y we . Przyj- 
tnując: Z = 8,5 m, Z f = 50 Q, Y we = (6 — j6,4) mS, f = 30 MHz, v — 
= 3 • 10 8 m/s wyznaczyć admitancję obciążenia. 
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Wstępne obliczenia dają: 


V W e = Y„ e Z, = 0,30 —j 0,32 , j = j = 10m, \ = 0,85 

Na przecięciu okręgów: a = 0,30, b = —0,32 znajdujemy punkt P (rys.. 
3-51), a na skali argumentu („do obciążenia”) odczytujemy odpowiadającą 
temu punktowi wartość: (l/l) P = 0,053. Mamy zatem 

(l/X) Po = 0,85 + 0,053 = 0,903 = 0,5 + 0,403 
Wyznaczając punkt P 0 odczytujemy z wykresu 


a stąd 


y 2 = 0,38 +j 0,63 


Y 2 = +- = (7,6 +12,6) mS 

3. Obliczyć wartość współczynnika odbicia jT 2 oraz współczynnika* 
fali stojącej g w zadaniu z przykładu 2. 

Zgodnie z (3-263) punkt P 0 odpowiada wartości — P 2 > punkt syme¬ 
tryczny P' odpowiada więc P 2 . Wartość P 2 można zatem obliczyć wyzna¬ 
czając współrzędne prostokątne punktu P' Otrzymujemy w ten sposób 

P 2 = 0,20 —j 0,55 

Wynik ten można otrzymać również inaczej: mierzymy odległość punktu 
P 0 lub P' od początku układu współrzędnych 1} : |P 2 | = 0,58 i obliczamy 

arg jT 2 = -4jt> 0,096 = -1,205 rad = -69°10' 
a stąd r 2 = 0,58-e” j69 ° 10/ . 

Wartość współczynnika fali stojącej g odczytujemy na przecięciu okrę¬ 
gu O z półprostą: arg W = 0 

g = 3,7 

4. Jest dana linia bez strat obciążona impedancją Z 2 . Przyjmując: 

Z f = 200 Q, Z 2 = (70-j 170) Q, fi = 2x rad/m 

wyznaczyć długość linii l, przy której impedancja wejściowa linii jest rze¬ 
czywista: Z we — R we oraz obliczyć R we . 

Obliczamy: 

l = y = lm, z 2 = = 0,35 —j 0,85 

1 ) Zwracamy uwagę, że przy obliczaniu |P 2 |» Re P 2 , Im P 2 odległości zmierzo¬ 
ne na wykresie Smitha należy podzielić przez promień okręgu | W | = 1, który okre¬ 
śla wymiary wykresu. 
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i znajdujemy na wykresie Smitha punkt P 0 na przecięciu okręgów: a = 
= 0,35, b = —0,85 (rys. 3-52). Po zatoczeniu ze środka wykresu okręgu 
przechodzącego przez punkt P 0 zauważamy, że rozwiązaniem zadania na 
wykresie Smitha są dwa punkty: P t i P 2 . Odpowiadają im wartości: 

P,: -^- = 0,118, z„ el = 0,21 

P 2 : i = 0,368, z we2 = 4,8 

a więc rozwiązaniami zadania są (k — 0, 1, 2 ...): 

l ± = (11,8-fk*50) cm, Z wel = R wel = 42 Q 

l 2 = (36,8+ k*50) cm, Z we2 = R we2 = 9Q0 Q 

5. W wielu zagadnieniach, w których chodzi o uzyskanie stanu do¬ 
pasowania falowego w linii stosuje się dodatkowe odcinki linii, zwane 
stronnikami, włączane równolegle lub szeregowo w odpowiednich punk¬ 
tach. 

Rozważymy przykład strójnika równoległego (rys. 3-53). Załóżmy, że 
jest dana linia bez strat o impedancji falowej Z f obciążona na końcu im- 
pedancją Z 2 =£ Zf, przy czym: Z 2 = R 2 + jX 2 , R 2 0. Niech l ± oznacza 



Rys. 3-53. Linia ze stronnikiem równoległym 

odległość od końca linii punktów AA', w których jest przyłączony strój nik. 
Odległość l ± dobieramy tak, aby admitancja wejściowa 

~^we 1 &we 1 3 ^we 1 

odcinka linii o długości Zj zakończonej impedancją Z 2 miała konduktancję 
równą 

c = 1 
' Jr wel 2 

Strój nik, przyłączony równolegle w punktach AA', jest odcinkiem 
linii bez strat o impedancji falowej Zf 2 . Jeśli koniec strojnika jest zwarty, 
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rozwarty lub obciążony dowolną reaktancją x) , jego admitancja wejściowa 
(w punktach AA') jest urojona 

^we2 j®we2 

Dobierając długość strojnika Z 2 tak, aby 

2 ^we 1 

otrzymujemy całkowitą admitancję w punktach AA! 

^AA' ^wel ~^~^we2 l~b j i^wel "ł" ^we2) 

Z / 

Oznacza to, że w punktach AA' zachodzi dopasowanie falowe i w linii n a 
lewo od AA' występuje tylko fala docelowa (brak jest fali powrotnej). 
Przyjmując: 

Z f = 50 Q, Z f2 = 75 Q, Z 2 = (60+j 45) Q, X = 6 m 

otrzymujemy 

z 2 = l,2 + j0,9 

i znajdujemy na wykresie Smitha punkt P<> odpowiadający z 2 (rys. 3-54). 
Wartości 

— -7- = °. 53 —J M 
2 2 

odpowiada punkt Pó symetryczny do P 0 . Okręg O przechodzący przez 
punkt P 0 ' przecina się z okręgiem a = 1 w dwóch punktach Pj i P 2 , dla 
których odpowiednio otrzymujemy 


Pl- 

y'we 1 = 1 + 3 0,85, 

“1 

X 

= 0,158 + 0,077 

= 0,235 

P ,= 

Vwe i = 1 -j 0 , 8 5, 

l" 

Ł i 

X 

= 0,342 + 0,077 

= 0,419 


Otrzymaliśmy zatem dwa rozwiązania na 

i; = 1,41 m, Z; 7 = 2,51 m 
Admitancja wejściowa strojnika powinna wynosić 

y _ + . B Ti 0.« 5 

Z we 2 — ±3-° we 2 ~ + ] rj 

Ł ) Ze względu na łatwość regulacji długości strojnika najczęściej są stosowane 
strojniki zwarte na końcu. 
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lub po zredukowaniu do Zf 2 

Z f2 

V W e 2- tS> we 2 -ł-j 0,85—=—-ł- j 1,27 

f 

Znak ” odpowiada wartości y' wei = 1 + j0,85, a więc rozwiązaniu okre¬ 
ślonemu przez P 1} znak „ + ” odpowiada y^ el = 1 — j0,85, a więc punk¬ 
towi P 2 . 

Admitancja końcowa strojnika zwartego jest nieskończenie wielka 
(punkt S 0 ). Przesuwając się po okręgu a — 0 od punktu S 0 „do generato¬ 
ra” otrzymujemy 

Vwe 2 :== 3 

w punkcie = 0,356 — 0,25 = 0,106) lub 

Vle2 = +3 1,27 

w punkcie S 2 (I 2 /% = 0,144 + 0,25 = 0,394). 

Otrzymujemy ostatecznie dwa rozwiązania: 

Z' = 1,41 m Zj = 2,51 m 

oraz 

Z; = 0,64 m Z" = 2,37 m 

przy czym oczywiście do każdej z otrzymanych wartości można dodać: 
k~, tzn. k • 3 m, k = 1, 2, 3 ... 


Rys. 3-55. Linia z przykładu 6 

6. Obliczyć impedancję wejściową linii ze stratami o następujących 
danych (rys. 3-55): 

Z 2 = (60 —j 200) Q, = 50 Q, -y = 0,35, <xl = 0,25 N 

Znajdujemy z 2 = 1,2—j4 i punkt P 0 na wykresie Smitha (rys. 3-56). 
Punktowi P 0 odpowiada wartość modułu współczynnika odbicia: |P 2 | = 
= 0,87 (por. przykład 3). Punkt P wyznaczający z we otrzymamy dokonując- 
obrotu „do generatora” o Z/Z = 0,35 z jednoczesnym przejściem z okręgu: 


2, 3 ... 


9- 


* 
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O przechodzącego przez P 0 na okrąg O' odpowiadający współczynnikowi 
odbicia 

|r 2 | e ~ 2<xl = 0,87 e“ 0,5 = 0,87 • 0,607 = 0,53 
Z wykresu Smitha odczytujemy 

= 0,62+j 0,94 

a więc 

= (31 +j 47) Q 


ZADANIA 


3.61. Są dane dwa odcinki linii bez strat o długościach i l 2 . Łańcuchowe po¬ 
łączenie tych linii obciążono admitancją Y 2 (rys. 3-57). Przyjmując: l t = 2/4=5 m, 
Z/ 2 = 250 £2, Z x = 200 £2, Y 2 = (2 — j4) mS wyznaczyć długość linii l 2 oraz impedancję 



Rys. 3-57. Układ linii z zad. 3.61 


Zf t tak, aby układ tych linii był dopasowany do źródła o impedancji wewnętrznej 

Zi. 

Odp. 

1' 2 = 0,675 m I'' = 1,92 m 

lub 

Z' fl = 462 £2 Z' f \ = 110 £2 

3.62. Jest dana linia bez strat o impedancji falowej Z/ i długości i. W punktach 
AA' przyłączono równolegle strojnik zwarty na końcu oraz linię bez strat o impe¬ 
dancji falowej Z/i obciążoną impedancją Z 2 (rys. 3-58). Przyjmując 2 = 6 m, Z/ = 
= 50 £2, Z/j = 75 £2, Z/ 2 = 100 £2, Z 2 = (100 — jl50)£2 wyznaczyć najmniejsze długości 
linii 4 i l z tak, aby w punktach AA' nastąpiło dopasowanie falowe. 

Wskazówka: W zadaniu tym, podobnie jak i w zad. 3.63 do 3.65, należy 
najpierw obliczyć najmniejszą wartość l lt a następnie dopiero najmniejszą wartość l 2 . 
Odp. ^ = 0,85 m, l 2 = 0,33 m 



Rys. 3-58. Układ linii z zad. 3.62 


Rys. 3-59. Układ linii z zad. 3.63 
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3.63. Są dane dwa odcinki linii bez strat połączone łańcuchowo i obciążone im- 
pedancją Z 2 (rys. 3-59). W punktach AA' przyłączono równolegle strojnik obciążony 
pojemnością C. Przyjmując: f = 120 MHz, Zf = 200 Q, Zf t = 100 Q, Z/ 2 = 300 Q, Z 2 = 
= (200 + j300)Q, C = 2 pF wyznaczyć najmniejsze długości linii l a i l 2 tak, aby 
w punktach AA' nastąpiło dopasowanie falowe. 

Odp. = 0,505 m, I 2 = 0,64 m 

3.64. Jest dany odcinek linii bez strat o impedancji falowej Z/, obciążonej im- 
pedancją Z 2 . Wzdłuż linii wraz ze strojnikiem porusza się opór bocznikujący R 1 (rys. 
3-60). Przyjmując: f — 100 MHz, Zf = 100 O, Zf 2 = 50 Q, R* = 333 Q, Z 2 = (80 + j 170)Q 




wyznaczyć najmniejsze długości linii i l 2 tak, aby w punktach AA' nastąpiło do¬ 
pasowanie falowe. 

Odp. = 0,735 m, l 2 = 0,42 m 

3.65. Są dane dwa odcinki linii bez strat oraz strojnik rozwarty na końcu, które 
połączono jak na rys. 3-61. Przyjmując: X = 20 m, Zf = 50 Q, Zf 1 — 90 Q, Zf 2 = 100 Q, 
Z 2 = (120 + j75)Q, Z = (80 — j30)Q wyznaczyć najmniejsze długości linii i l 2 tak, 
aby w punktach AA' obciążenie było dopasowane falowo do linii o impedancji fa¬ 
lowej Zf. 

Odp. = 3,85 m, l 2 — 7,3 m 
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